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Wstep

Drogie Kolezanki, Drodzy Koledzy!

Witamy Was w Katowicach, gdzie mamy zaszczyt organizowaé¢ 9. Forum Matematykow Polskich. Zaszczyt ten

zostal nam powierzony przez Zarzad Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Akurat w roku 2024 Katowice sa Europejskim Miastem Nauki, a matematyka jest jedng z wielu dziedzin pro-
mowanych w ciggu 50 tygodni w Miescie Nauki: tygodni poswieconych nauce, sztuce i réznym przejawom zycia

spolecznego w metropolii slasko-zaglebiowskie;j.

Jestedmy dumni mogac podjaé¢ znakomitych gosci w tym niezwyklym czasie. Organizacja konferencji trwala od
ponad dziewieciu miesiecy; najpierw Komitet Naukowy zaprosil prelegentéw plenarnych, ktérych bedziemy mogli
usltysze¢ w goécinnej Auli im. Pawlikowskiego w siedzibie Wydzialu Humanistycznego USI, przy ul. Uniwersy-
teckiej 4. Potem do pracy przystapit Komitet Organizacyjny, ktéry wciaz pracuje, by Forum zakonczyto sie

pomyslnie.

Oprécz zaproszonych wyktadowcow, wyktady plenarne wygloszg laureaci Nagréd Giéwnych PTM-u: Stefana Ba-
nacha i Hugona Steinhausa, Nagréd PTM dla Mlodych Matematykéw, Miedzynarodowych Nagréd im. Stefana
Banacha (za najlepsze rozprawy doktorskie w dyscyplinie matematyka), a takze zaproszeni prelegenci w ramach
sesji Matematyczne zagadnienia we wspolczesnej analizie danych i Otwartej sesji dydaktycznej. Przewidujemy
rowniez dwa odczyty specjalne pt. Stanistaw Lojasiewicz i kariera jego nieréwnosci w matematyce oraz Intuicja

1 metoda — matematyczne inspiracje w sztuce.

Pozostate odczyty beda sie odbywaé w sesjach specjalnych, przyjeto, ze prelegent bedzie miatl 25 minut czasu,
po odczycie odbedzie sie 5 min. dyskusja.

W dalszym ciagu zamieszczamy streszczenia referatéw.

PrzygotowaliSmy tez program socjalny, zreszta Katowice, ktére obchodza akurat 169. rocznice uzyskania praw
miejskich, beda Panstwa kusi¢ wieloma atrakcjami. Mamy tylko nadzieje, ze te atrakcje nie odciagna od zasad-

niczego celu naszego spotkania.

Zyczymy milego pobytu i pozytywnych wrazen,

Katowice, 9 wrzesnia 2024

Michal Baczynski (Przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego 9. FMP)
Jacek Migkisz (Prezes PTM)
Maciej Sablik (Przewodniczacy Komitetu Naukowego 9. FMP)






Organizatorzy
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Leokadia Biatas-Ciez (UJ)
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Marian Mrozek (UJ)
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Dawid Czapla
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Katarzyna Horbacz
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Adrian Lydka
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Ryszard Rudnicki
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Dariusz Sokotowski

Renata Suchanek
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Szymon Plewik (US)

Jozef Przytycki (UGW)
Ryszard Rudnicki (IM PAN)
Mirostawa Sajka (UKEN)
Maciej Ulas (UJ)

Anna Valette (UJ)
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PROF. DR HAB MARIUSZ MIREK (UWR)
Laureat Nagrody Gléwnej PTM im. Stefana Banacha

PROF. DR HAB. MARIAN MROZEK (UJ)
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MGR DAMIAN GLODKOWSKI (UW)
Laureat Nagrody PTM dla mlodych matematykow za osiggniecia badawcze

MGR MACIE] KUCHARSKI (UWR)
Laureat Nagrody PTM dla mlodych matematykow za osiagniecia badawcze
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O ZWIAZKACH KOMBINATORYKI ADDYTYWNEJ Z TEORIA ERGODYCZNA
I ANALIZA FOURIERA

Mariusz Mirek
Rutgers University
e-mail: mariusz.mirek@rutgers.edu

Twierdzenie Szemerédiego orzeka, ze kazdy podzbiér zbioru liczb naturalnych o nie-
znikajacej gornej gestosci zawiera dowolnie dtugie postepy arytmetyczne. Celem wyktadu
bedzie pokazanie zwigzkoéw tego twierdzenia z teorig ergodyczng i analizg Fouriera. Na-
stepnie pokazemy jak twierdzenie Szemerédiego doprowadzito do sformutowania hipotezy
Furstenberga—Bergelsona—Leibmana, ktora jest obecnie jednym z centralnych probleméow
w punktowej teorii ergodycznej.

[1] J. Bourgain, M. Mirek, E. M. Stein, J. Wright, On a multi-parameter variant of the Bellow—Furstenberg problem, Forum
of Mathematics, Pi, 11 (2023), €23.

[2] A. D. Ionescu, A Magyar, M. Mirek, T. Z. Szarek, Polynomial averages and pointwise ergodic theorems on nilpotent
groups, Inventiones Mathematicae, 231 (2023), 1023-1140.

[3] B. Krause, M. Mirek, T. Tao, Pointwise ergodic theorems for non-conventional bilinear polynomial averages, Annals of
Mathematics, 195 (2022), no. 3, 997-1109.
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HOMOLOGIE PERSYSTENTNE PRZEZ PRYZMAT KOMBINATORYCZNEJ
DYNAMIKI TOPOLOGICZNEJ

Marian Mrozek
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: marian.mrozek@uj.edu.pl

Podstawowym narzedziem wspoétczesnej topologicznej analizy danych (TDA, [1]) sa ho-
mologie persystentne oparte o algebraiczne twierdzenie o rozktadzie [2]. Jednak oryginalne
podejscie do homologii persystentnych [3] ma bardziej geometryczny posmak. Opiera sie
ono o parowanie typu birth-death komoérek kompleksu symplicjalnego uporzadkowanych
w ciag zwany filtrem. Filtr ten mozna interpretowac jako funkcje Morse’a indukujaca kom-
binatoryczny uktad dynamiczny w sensie Formana [5]. W uktadzie tym zaszyte sa wszyst-
kie pary birth-death. Mozna je wychwyci¢ poprzez sekwencje uproszczen lub wygtadzen
uktadu, uzyskiwanych poprzez cigg redukcji wyroéznionych par birth-death zwanych para-
mi ptytkimi. W ujeciu dynamicznym te ptytkie pary birth-death to sasiadujace komorki
krytyczne powigzane potaczeniem heteroklinicznym. Pierwotnie nie wszystkie pary birth-
death musza by¢ ptytkie. Kolejne pary birth-death pojawiaja sie w nastepstwie redukc;ji.
Prowadzi to do struktury posetu w zbiorze par birth-death. Indukowany uktad dyna-
miczny wraz z tym posetem wzmacnia diagram persystencji jako narzedzie topologicznej
analizy danych co daje lepszy wglad w geometrie chmur danych.

Na podstawie projektu realizowanego z Herbertem Edelsbrunnerem [4]. We wspétpracy
z Michatem Lipinskim i Manuelem Soriano Triguerosem.

[1] G. Carlsson, Topology and data, Bull. Amer. Math. Soc., 2009, 255-308

[2] G. Carlsson, Afra Zomorodian, Computing persistent homology, Discrete Comput. Geom., 2005, 255-308

[3] H. Edelsbrunner, D. Letscher and A. Zomorodian, Topological persistence and simplification, Discrete Comput. Geom.,
2002, 249-274

[4] H. Edelsbrunner and M. Mrozek, The Depth Poset of a Filtered Lefschetz Complex, preprint, arXiv:2311.14364

[5] R. Forman, Morse theory for cell complexes, Adv. Math., 1998, 90-145
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CO CIAGLE FUNKCJE WIEDZA O SWOJEJ DZIEDZINIE?

Damian Glodkowski
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: dglodkowski@impan.pl

Przedmiotem wyktadu jest problem klasyfikacji przestrzeni Banacha postaci C(K)
sktadajacych sie z rzeczywistych funkcji cigglych okreslonych na przestrzeniach zwar-
tych z norma supremum. Klasyczne twierdzenie Banacha-Stone’a méwi, ze majac pelna
wiedze na temat struktury metrycznej C'(K), jesteSmy w stanie zrekonstruowaé K z do-
ktadnoscig do homeomorfizmu. Sytuacja zmienia sie, jesli do dyspozycji mamy jedynie
strukture liniowo-topologiczna C'(K) (réwnowaznie: mamy jedynie informacje na temat
pewnej przestrzeni Banacha izomorficznej z C'(K)), np. nie mozemy odr6znié przestrzeni
funkcji ciagtych na zbiorze Cantora od przestrzeni funkcji na odcinku.

Na wyktadzie przedstawie aktualny stan wiedzy na temat izomorfizmoéw pomiedzy
przestrzeniami funkcji cigglych oraz oméwie metody pozwalajace stwierdzié, ze nie istnie-
je izomorfizm pomiedzy pewnymi takimi przestrzeniami. W szczegdlnosci, postaram sie
przyblizy¢ przyktad przestrzeni zwartej K (skonstruowanej w pracy [1]) o dowolnie za-
danym wymiarze topologicznym, ktéra ma nastepujaca wtasnosé: jesli L jest przestrzenia
zwarta taka, ze C'(L) jest izomorficzne z C(K), to wymiar L jest réwny wymiarowi K.

[1] D. Glodkowski, A Banach space C(K) reading the dimension of K, J. Funct. Anal., 285 (2023), no. 4, Paper No. 109986
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NIEZALEZNE OD WYMIARU OSZACOWANIA NORM TRANSFORMAT
RIESZA

Maciej Kucharski
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: maciej.kucharski@math.uni.wroc.pl

Niech P bedzie jednorodnym harmonicznym wielomianem stopnia k okreslonym na
R?. Transformate Riesza rzedu k zwigzang z P definiujemy wzorem

Ref(r) = lm Bpf(s).  sdie  Ryf(r)=v [ T (e —y)ay,

lwi>t |y

a maksymalng transformate Riesza definiujemy jako
Ry f(x) = sup R f ()]
>0

Glowne twierdzenie, ktore przedstawie w referacie, dotyczy oszacowania maksymalnej
transformaty Riesza przez zwykla transformate ze stala niezalezna od wymiaru d.

Twierdzenie. Ustalmy p € (1,00) i niech k < d bedzie dodatniq liczbg catkowitq. Niech
P bedzie jednorodnym harmonicznym wielomianem stopnia k. Wtedy istnieje stata B(p, k)
niezalezna od wymiaru d taka Ze

IRD Nl oo ay < Bp, k)| Re fIl Lo gy
dla f € LP(RY).

Dowdd sktada sie z czterech czesci. Po pierwsze przedstawiamy obcietg transformate
Riesza R w postaci R%: = M (Rp) dla pewnej rodziny operatoréw M{, t > 0. Nastepnie
wyrazamy operatory M} uzywajac transformat Riesza Rp i obcietych transformat Riesza
Rt W trzecim kroku rozszerzamy transformaty do C¢ i stosujemy zespolong metode obro-
tow Iwanca i Martina, ktora pozwala przedstawi¢ transformate Riesza jako catke po sferze
z zespolonej kierunkowej transformaty Hilberta i dosta¢ niezalezne od wymiaru oszaco-
wania jej normy. Na koncu ograniczamy zespolong transformate Riesza do transformaty
rzeczywistej z zachowaniem oszacowan jej normy.

Referat jest oparty na pracy [1].

[1] M. Kucharski, B. Wrébel, J. Zienkiewicz, Dimension-free LP estimates for higher order maximal Riesz transforms in
terms of the Riesz transforms, preprint, arXiv:2305.09279
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DR KArROL DupA (UWR)
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REARRANGEMENT-INVARIANT QUASI-BANACH FUNCTION SPACES AND
THEIR AMALGAMS

Dalimil Pesa
Technische Universitat Chemnitz, Fakultat fiir Mathematik, Chemnitz, Germany
and
Charles University, Faculty of Mathematics and Physics, Praha, Czech Republic
e-mail: pesa.dalimil@gmail.com

Abstract classes of function spaces have historically proven extremely useful by pro-
viding the necessary frameworks for such fields as operator theory, harmonic analysis or
interpolation. Among the many examples, the classes of rearrangement-invariant (r.i.) spa-
ces have always played an important role. However, the existing, well developed theories
cover only the normed spaces, leaving many important examples untreated.

In this talk, we present some recent results of our effort to fill this gap. Our focus is
on the class of r.i. quasi-Banach function spaces, a natural axiomatisation of Lebesgue
spaces that, unlike other approaches, covers also the quasinormed cases, as well as many
other important function spaces (with the space L' also called weak-L', being the
most significant example). Furthermore, as one of the tools that has proven very useful
in studying this class, we introduce the so-called Wiener-Luxemburg amalgam spaces, an
abstract framework for constructing rearrangement-invariant amalgams, that is, spaces
where the conditions on the local and global behaviour can be prescribed separately.

The talk is based on the first part of the author’s dissertation, expanded by some more
recent results.

[1] A. Nekvinda and D. Pesa, On the Properties of Quasi-Banach Function Spaces, The Journal of Geometric Analysis,
2024, 34(8)

[2] D. Pesa, Wiener-Luxemburg amalgam spaces, J. Funct. Anal., 2022, 282(1)

[3] A. Musilovd, A. Nekvinda, D. Pesa, and H. Tur¢inovd, On the properties of rearrangement-invariant quasi-Banach func-
tion spaces., preprint, ArXiv:2404.00707
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PODGRUPY TORSYJNE GRUP MALYCH SKRESLEN

Karol Duda
IMPAN
e-mail: kduda@impan.pl

Podczas referatu przedstawie podstawy teorii matych skreslen, klasycznego narzedzia
stuzacego do konstrukcji grup o interesujacych wtasnosciach. Nastepnie omowie rezultaty
dotyczace wciaz otwartego problemu dotyczacego istnienia globalnych punktéw statych
dla lokalnie eliptycznych dziatan grup na kompleksach matych skreslen. 7 zastosowania
tych rezultatéw wynika, ze podgrupy torsyjne grup o prezentacjach C'(6), C(4)-T(4) lub
C(3)-T(6) malych skreslen sa skonczone.

[1] K. Duda, Torsion subgroups of small cancellation groups, preprint, ArXiv:2112.01912
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ALGEBRICZNA GRUPA SATO-TATE’A 1 HIPOTEZA SATO-TATE’A

Grzegorz Banaszak
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
e-mail: banaszak@amu.edu.pl

W potowie lat 1960-tych M. Sato i J. Tate sformutowali hipoteze (hipoteza Sato-Tate’a)
dla krzywych eliptycznech E bez CM nad ciatami liczbowymi K, dotyczaca réwnomierne-
go rozmieszczenia znormalizowanych wartosci wlasnych automorfizméw Frobeniusa dzia-
lajacych na wymiernych modutach Tate’a V;(F). Ta hipoteza zostala udowodniona w
2008r. przez R. Taylora, L. Clozela, M. Harisa, N. Shephard-Barrona [5]-[7], nad cialami
totalnie rzeczywistymi K przy pewnym dodatkowym zalozeniu. Niedawno hipoteza ta
zostata udowodniona dla krzywych eliptycznych nad cialami totalnie zespolonymi (CM
fields) w pracy [1].

Powstaje naturalne pytanie czy ta hipoteza moze by¢ rozszerzona na abelowe rozmaito-
Sci i ogdlniej na motywy. Na poczatku lat 90-tych J.-P. Serre zaproponowat uogdélnienie tej
hipotezy dla motywow wzgledem numerycznej rownowaznosci poprzez konstrukcje grupy
Sato-Tate’a. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowg nad K. Dla wlasciwego sformutowania
hipotezy Sato-Tate’a dotyczacego réwnomiernego rozmieszczenia elementéw Frobeniusa
w reprezentacji absolutnej grupy Galois Gx na wymiernym module Tate’a V;(A), defi-
niujemy algebraiczna grupe Sato-Tate’a ASTk(A) [2] - [4]. Na podstawie idei J-P. Serre,
grupe Sato-Tate’a STk (A) dla A definiuje sie jako maksymalna zwarta podgrupe grupy
ASTk(A)(C).

Podczas wykladu oméwie wyniki trzech prac [2]-[4] dotyczacych obliczen algebraicz-
nych grup Sato-Tate’a ASTk(A) i odpowiadajacych im grup Sato-Tate’a STk(A) dla
rozmaitosci abelowych i ogélniej motywoéw. Dla prostoty prezentacji ogranicze sie gtéwnie
do oméwienia hipotezy Sato-Tate’a dla rozmaitosci abelowych. Pokrotce objasnie jak te
rezultaty mozna uogdlni¢ na motywy. Przedstawie konstrukcje grupy ASTk(A) na ba-
zie motywicznej kategorii absolutnych cykli Hodge’a zdefiniowanej przez P. Deligne’a i
motywicznej kategorii umotywowanych cykli Y. André. Oméwie arytmetyczne wtasnosci
grupy ASTk(A) oraz jawna postaé ASTk(A) dla pewnych rodzin abelowych rozmaitosci.
Powyzsze wyniki sa uzyskane wspoélnie Kiranem Kedlaya.

[1] P.B. Allen, F. Calegari, A. Caraiani, T. Gee, D. Helm, B.V. Le Hung, J. Newton, P. Scholze, R. Taylor, and J.A. Thorne,,
Potential automorphy over CM fields, Annals of Mathematics, 2023, 197(3), 897-1113

[2] G. Banaszak, K. Kedlaya, An algebraic Sato—Tate group and Sato—Tate conjecture, Indiana Univ. Math. Journal, 2015,
64, 245274

[3] G. Banaszak, K. Kedlaya, Motivic Serre group, algebraic Sato—Tate group and Sato—Tate conjecture, Frobenius Distri-
butions: Lang-Trotter and Sato—Tate Congectures, AMS Contemporary Math., 2016, 663, 11-44

[4] G. Banaszak, K. Kedlaya, Motivic Serre group and Sato—Tate conjecture, preprint, ArXiv:2302.13016 [math.NT]

[5] L. Clozel, M. Harris, R. Taylor, Automorphy for some l-adic lifts of automorphic mod 1 Galois representations, Publ.
Math. Inst. Hautes Etudes Sci., 2008, 108, 1-181

[6] R. Taylor, Automorphy for some l-adic lifts of automorphic mod 1 Galois representations. II, Publ. Math. Inst. Hautes
Etudes Sci., 2008, 108, 183239

[7] M. Harris, N. Shepherd-Barron, R. Taylor, A family of Calabi-Yau varieties and potential automorphy, Annals of Ma-
thematics, 2010, 171 (2), 779-813
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MATEMATYKA KSZTAETU: KROTKI WSTEP DO TOPOLOGICZNEJ
ANALIZY DANYCH

Pawel Dtlotko
Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych
e-mail: pdlotko@gmail.com

Moéj referat nakresli podstawowe metody topologicznej analizy danych. Przedyskutuje
w nim podstawy matematyczne tej dyscypliny, a nastepnie pokaze, jak przektadaja sie
one na efektywne algorytmy i konkretne wyniki w réznych dziedzinach nauki i techniki.
W szczegdlnosci pokaze, jak rozwijane przez nas metody pozwalaja uzyska¢ nowe typy
statystyk danych (diagramy persystencji, krzywe i profile Eulera) oraz jak inspirowane
topologia algorytmy (mapper, ballMapper, clusterGraph) pozwalaja nam zwizualizowaé
skoniczone, acz bardzo wysoko wymiarowe dane. Wyniki przedstawione w referacie sa
opisane w publikacjach pracownikow Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych,
ktére mozna znalez¢ na naszej stronie https://dioscuri-tda.org/publications.html.
Przystepne wprowadzenie do tematyki mozna znalez¢é w artykutach [1] 1 [2].

[1] P. Dlotko, Obrazy funkcji w praktyce, ACADEMIA. Magazyn Polskiej Akademii Nauk, No 4 (72) Obrazy, http:
//journals.pan.pl/Content/125751/PDF/66-69_Dlotko_pol.pdf

[2] P. Dlotko, On the shape that matters — topology and geometry in data science, EMS MAGI132PP. 5-13, https:
//euromathsoc.org/magazine/articles/190
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GEOMETRIA PRZESTRZENI LOKALNIE SYMETRYCZNYCH

Mikotaj Fraczyk
Centrum Zaawansowanych Badan Matematycznych, Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: mikolaj.fraczyk@uj.edu.pl

Dzieki wynikom Thurstona i jego szkoty rozumiemy dos¢ dobrze $wiat 3-wymiarowych roz-
maitosci hiperbolicznych, nawet bez zalozenia zwartosci czy skonczonej objetosci. Obecnie
wiele wysitkéw wktadanych jest w rozszerzenie tej teorii na niezwarte przestrzenie lokalnie
symetryczne ,wyzszej rangi” (higher rank), gdzie wciaz wiemy bardzo niewiele. Opowiem
o kilku niedawnych wynikach ktore ilustruja jak bardzo rézni sie teoria w przypadku hi-

perbolicznym i wyzszej rangi. Referat oparty bedzie na pracach napisanych wspolnie z T.
Gelander, M. Lee i B. Lowe.
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PEWNE WYNIKI DOTYCZACE ARYTMETYKI CIAL FUNKCYJNYCH

Piotr Krason
Uniwersytet Szczecinski
e-mail: piotr.krason@usz.edu.pl

Niech A = F[t] bedzie pierdcieniem wielomianéw nad cialem skonczonym F, o ¢ ele-
mentach i niech k& = F,(t) bedzie cialem utamkow pierdcienia A. Niech vy 1 & — R U o0.
bedzie znormalizowang waluacjg stowarzyszong z 1 (i.e. vo(7) = 1). Niech K bedzie uzu-
pelieniem k ze wzgledu na v, i K ustalonym domknieciem algebraicznym K. Przez C
oznaczaé bedziemy uzupemhienie K ze wzgledu na rozszerzenie v, waluacji vo. W latach
30-tych ubiegltego wieku L. Carlitz zdefiniowal funkcje eksponencjalng e : Co, — Co
spetniajaca réwnanie funkeyjne ec(az) = Cy(ec(z)) gdzie a € F,[t] i C, jest addytywnym
wielomianem. Spetnione sg relacje Cop(2) = Co(Ch(2)), Co(21+ 22) = Culz1) + Ca(22). Od-
powiednio$¢ a — C, nazywa si¢ modutem Carlitza. Wartosci ec(z) takie, ze ec(nz) =1
generuja abelowe rozszerzenia k podobne do rozszerzen cyklotomicznych ciata Q. V.G.
Drinfeld uogélnit teori¢ exponentéw Carlitza (rangi 1) do dowolnej rangi d. Uogélnienie
to nazywa sie dzisiaj modutami Drinfelda. Warto doda¢, ze przestrzenie moduli pewnych
uogoblnien modutéw Drinfelda (shtuka) odegraty kluczowa role w dowodzie L. Lafforgue’a
hipotezy Langlandsa dla ciat funkcyjnych. Dodatkowo moduty Drinfelda pozwolity D.
Hayesowi zbudowa¢ teorie cial klas dla ciat funkcyjnych. Moduty Drinfelda i ich uogdl-
nienie t-moduty stanowia obiekt intensywnych badan (patrz [2]).

W pracy [3] wspolnie z D. Kedzierskim badamy strukture grupy rozszerzei Ext! (¢, )
w przypadku gdy v, ¢ sa modutami Drinfelda lub pewnymi klasami t-modutéow. Gléwna
idea przy opisie przestrzeni rozszerzen jest ich opis przez biderywacje tj. w jezyku algebry
liniowej.

Jezyk biderywacji zostal wprowadzony w tezie Hochschilda przy badaniu (pierwszej
grupy kohomologii Hochschilda) tacznych algebr. w latach 1970-tych C.M. Ringel zastoso-
wal te idee do przypadku rozszerzen modutéw nad algebra drég kotczanu i bardziej ogélnie
dla tzw. ” K —species”. W 2003 M. A. Papanikolas i N. Ramachandran wprowadzili poje-
cie biderywacji dla t- modutéw i zastosowali je do dowodu formuty Weila-Barsottiego dla
modutéow Drinfelda.

Omowimy nasz rezultat mowiacy, ze jezeli ¢ i 1) s3 modutami Drinfelda spetniajacymi
warunek dla rang rk¢ > rky to Ext'(¢,1) ma strukture t-modutu. Podamy kompletny
algorytm opisujacy te strukture. Nastepnie uogolnimy ten rezultat na przypadek gdy ¢
jest tzw. czystym t-modutem a v jest modutem Drinfelda lub potega tensorowsa modutu
Carlitza.

Przedstawimy dualno$é¢ pomiedzy grupami Ext dla t-modutéw i odpowiadajacych im
stowarzyszonych t?-modutéow. Udowodnimy istnienie sze$cio-sktadnikowego ciagu doktad-
nego Hom — Ext dla t-modutéw i dualnych t-motywéw. Jako, ze kategorie t-moduléw i
dualnych t-motywéw sa tylko addytywne (nie sa abelowe) te rezultaty sa nietrywialne i
nieco zaskakujace. Opiszemy réwniez strukture grupy Ext'(®, ¥) gdy ® i ¥ posiadaja ciag
kompozycyjny ktérego ilorazy sa modutami Drinfelda. Podamy przyktady komputerowych
obliczen t-struktur na grupach Ext.

W dalszej cze$ci omdwie rezultaty uzyskane przeze mnie w [4] dotyczace odwzorowa-
nia redukeji w kategorii t-modutéw. W pracy[1] wspélnie z G. Banaszakiem uzyskali$my
interesujacy warunek numeryczny opisujacy kiedy zachodzi zasada lokalno-globalna dla
rozmaitoséci abelowych. W [4] udowodniony zostal analogiczny rezultat dla t-modutéw:
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Niech @ = ¢7' x -+ X ¢f* bedzie t-modutem gdzie ¢; dla 1 < i < t sg parami nieizoge-
nicznymi modutami Drinfelda charakterystyki zero zdefiniowanymi nad Q. Zaktadamy,
ze dla kazdego 1 < i < t, N; C ¢;(Ok) jest skonczenie generowanym A-podmodutem
grupy Mordell-Weila. Niech A € N = N{* x -+ x Ni* bedzie A-podmodutem. Zatézmy,
ze d; = rk(¢;) > e; dla kazdego 1 < i < t. Niech P € N i zalézmy, ze dla prawie
wszystkich niearchimedesowych miejsc P pierécienia Ok zachodzi redp(P) € redp(A).
Wtedy P € A + Ni,. Warto zauwazy¢, ze powyzszy rezultat nie jest prosta analogia
odpowiedniego rezultatu z [1] poniewaz kategoria t-modutéw nie jest polprosta.

[1] G. Banaszak, P. Krasoni, On arithmetic in Mordell-Weil groups, Acta Arithmetica, 2011, 150, 315-337

[2] W.D. Brownawell, M. Papanikolas, A rapid introduction to Drinfeld modules, t-modules, and t- motives,
in: t-Motives: Hodge Structures, Transcendence, and Other Motivic Aspects, European Mathematical Society,
Zirich 2020, 3-30

[3] D.E. Kedzierski, P. Krason, On Ext! for Drinfeld modules, Journal of Number Theory, 2024, 256, 97-135
[4] P. Krason, Some remarks on reduction map for Drinfeld modules, Acta Arithmetica, 2023, 210, 175-190
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OPOWIESCI O INTELIGENCJI
NATURALNEJ I SZTUCZNEJ

Jacek Tabor
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: jacek.tabor@uj.edu.pl

W referacie postaram przyblizy¢ w jaki sposob rozwijaly sie sieci neuronowe i jakie zada-
nia staraja sie rozwiazywac¢. W ramach motywacji zaczne od opisania powstawania uktadu
nerwowego u zwierzat, a nastepnie przejde do budowy sztucznych sieci neuronowych. W
ostatniej czesci referatu opowiem w szczegdlnosci o jednym z najwazniejszych obecnie mo-
deli do generowania obrazéw — tak zwanych modelach dyfuzyjnych. Sa to modele oparte
bardzo mocno na procesach stochastycznych.

Referat bedzie korzystal czesciowo z [1].

[1] J. Tabor & al., Gl¢bokie Uczenie: Wprowadzenie, Gliwice: Helion, 2022
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POLGRUPY OPERATOROW. STOSOWAC CZY NIE STOSOWAC?

Marta Tyran-Kaminska
Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: marta.tyran-kaminska@us.edu.pl

Budowa modeli matematycznych w naukach przyrodniczych czesto prowadzi do réwnan
opisujacych zmian¢ w czasie badanej populacji obiektéw. Takie réwnania moga by¢ réznej
postaci, np. gdy czas jest dyskretny sa to rownania réznicowe, a gdy czas zmienia si¢ w spo-
séb ciagly otrzymujemy réznego rodzaju réwnania rézniczkowe [1]. Szczegdlne znaczenie
majg réwnania opisujace ewolucje gestosci rozktadow kawatkami deterministycznych pro-
ceséw Markowa [2], proceséw dyfuzji ze skokami lub ogdlniej proceséw hybrydowych [3].
Réwnania te rozpatrujemy na przestrzeniach funkceji catkowalnych L! i mozemy je zapisaé
w ogélnej postaci [4,5]

u'(t) = Au(t) + Bu(t), You(t) = Yu(t), t>0, u(0)=/f,

gdzie A jest na ogdl operatorem rézniczkowym, B opisuje zmiany w przestrzeni, natomiast
Wy oraz W — warunki brzegowe. Oméwimy wykorzystanie potgrup operatorow do badania
istnienia i jednoznacznosci rozwigzan takich rownan, a takze ich asymptotyki. Podamy
przyktady zastosowan.

[1] A. Lasota, M.C. Mackey, Chaos, Fractals, and Noise. Stochastic Aspects of Dynamics, Springer-Verlag, 1994

[2] R. Rudnicki, M. Tyran-Kamiriska, Piecewise Deterministic Processes in Biological Models, Springer, 2017

[3] K. Pichér, R. Rudnicki, Transformation semigroups and their applications, preprint, ArXiv:2402.01572

[4] P. Gwizdz, M. Tyran-Kamiriska, Positive semigroups and perturbations of boundary conditions, Positivity, 2019, 23,
921-939

[5] M. Tyran-Kaminska, Transport equations and perturbations of boundary conditions, Math. Meth. Appl. Sci., 2020, 43,
10511-10531
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KOLOROWANIE GRAFOW BEZ DUZYCH KLIK

Bartosz Walczak
Instytut Informatyki Analitycznej, Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: bartosz.walczak@uj.edu.pl

Kolorowania sg jednym z centralnych przedmiotéw badan teorii graféw. Do popraw-
nego pokolorowania grafu, czyli takiego, w ktorym sasiadujace ze soba wierzchotki otrzy-
mujg rézne kolory, potrzeba co najmniej tylu koloréw, ile wierzchotkéw ma najwieksza
klika, a czasami znacznie wiecej —istniejg grafy, ktore wymagaja dowolnie wielu kolo-
row, mimo ze nie maja klik o trzech wierzchotkach. Z drugiej strony w wielu naturalnych
klasach grafow liczba potrzebnych koloréw jest ograniczona przez pewng funkcje rozmia-
ru najliczniejszej kliki — takie klasy graféw nazywamy y-ograniczonymi. Celem wyktadu
jest wprowadzenie stuchacza do tematyki y-ograniczonych klas graféw ze szczegdlnym
uwzglednieniem najwazniejszych osiggnie¢ ostatniej dekady oraz biezacych wyzwan.
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ANALIZA MODELI HYDRODYNAMICZNYCH ZACHOWAN KOLEKTYWNYCH

Ewelina Zatorska
Mathematics Institute, University of Warwick, UK
e-mail: ewelina.zatorska@warwick.ac.uk

Modele hydrodynamiczne zachowan kolektywnych opisuja, w sposéb makroskopowy, od-

dzialywania miedzy czastkami, zwanymi takze osobnikami czy agentami. Sa to uktady
rownan rozniczkowych czastkowych wyrazajace prawa zachowania masy i momentu pe-
du dla kontinuum oddziatujacych jednostek. To co odroznia je od klasycznych réwnan
mechaniki ptynéw to bilans sit uwzgledniajacy, czesto nielokalne lub niesymetryczne, od-
dzialywania. Wyjasnie na czym polegaja te roznice, oraz jaki jest ich wplyw na teorie
istnienia stabych i miarowych rozwiazan.

Naszym punktem wyjscia bedzie jedno-wymiarowy model ruchu ulicznego wprowadzo-
ny przez Aw i Rascle ponad 20 lat temu. Nastepnie skupie si¢ na jego wielo-wymiarowym
uogolnieniu, ktore zostato niedawno zaproponowane do opisu przemieszczania sie ttumow.
7 matematycznego punktu widzenia, jest to uktad paraboliczno-hiperboliczny na pogra-
niczu $cisliwych réownan Eulera i Naviera- Stokesa, z dyssypacja zalezna od gesto$ci. W
jednym wymiarze przestrzennym, ten sam uktad opisuje ruch jednakowych kul zanurzo-
nych w lepkim lubrykancie. Na poziomie rozwiazan klasycznych, réwnania te sg rowno-
wazne bezcinieniowemu uktadowi réwnan Naviera-Stokesa z osobliwym wspotczynnikiem
lepkosci 1%@. Zaprezentuje nasze wyniki dotyczace istnienia i jednoznacznosci rozwigzan
dla tego uktadu, oraz przeanalizuje¢ granice singularng przy € — 0 dla stabych i dualnych
rozwigzan.

W ostatniej czesci wyktadu przejde do zagadnienia wielowymiarowego, dla ktérego
udowodniliémy do tej pory istnienie rozwigzan miarowych oraz ich stabo-silng jednoznacz-
nos¢. Wiemy juz takze, ze problem ten jest Zle postawiony w klasie stabych rozwigzan.
Dowdd tego wyniku uzywa techniki catkowania wypuklego, ktora, jak dotad, stosowana
byta jedynie dla przypadku scisliwych przeptywow bezlepkosciowych. Jako podsumowa-
nie, zaproponuje kilka ciekawych kierunkéw dalszych badan w tej dziedzinie.

Wyktad oparty bedzie na kilku publikacjach we wspétpracy z N. Chaudhuri (Uniwer-
sytet Warszawski), E. Feireisl (Czeska Akademia Nauk), P. Gwiazda (Instytut Matema-
tyczny PAN), L. Navoret (Uniwersytet w Sztrasburgu), C. Perrin (CNRS, Uniwersytet
Aix Marsylia), M.A. Mehmood (Imperial College Londyn).
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NAUCZANIE MATEMATYKI OPARTE O BADANIA

Maciej Jakubowski
Uniwersytet Warszawski, Instytut Badan Edukacyjnych
e-mail: mjakubowski@uw.edu.pl

Nauczanie opiera sie czesto o wlasne doswiadczenie i intuicje. Jesli przywolywane sg
badania, to czesto sa to pojedyncze prace, ktorych metodologia tez czesto budzi watpliwo-
Sci. Nauczanie matematyki nie jest tu wyjatkiem. Nauczyciele, ale takze uczniowie, czesto
korzystaja z metod nauczania i uczenia sie, ktére badania wskazujg jako mato skuteczne, a
mity edukacyjne sg czedciej wzmacnianie niz obalane za pomoca naukowych argumentow.
W mojej prezentacji wskazuje zrodta miarodajnej wiedzy dotyczacej metodyki nauczania i
uczenia si¢, ktore w przypadku matematyki sg znacznie bogatsze niz dla innych przedmio-
tow. Mowiac o metodyce nauczania, odwotuje sie do badan z kognitywistyki i tego jak sa
wykorzystywane przy opracowywaniu i badaniu skutecznych metod nauczania matema-
tyki. Na koniec wskazuje kluczowe elementy systemu, ktory spowodowaltby, ze nauczyciele
i uczniowie czedciej beda opieraé sie o rzetelne wyniki badan planujac wlasng prace.
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NEUROROZWOJOWE ASPEKTY NAUCZANIA MATEMATYKI

Marek Kaczmarzyk
Instytut Biologii, Biotechnologii i Ochrony Srodowiska, Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: marek.kaczmarzykQus.edu.pl

Osrodkowy uktad nerwowy (OUN) czlowieka, poddany specyficznej presji selekcyjnej
zwiazanej z skrajnie spotecznym charakterem gatunku, w ciggu dwoch milionéw lat spo-
wodowal powstanie mozgu, ktoéry uznawany jest za najbardziej ztozony system jaki zna
nauka. Sktadajaca sie z osiemdziesieciu szesciu miliardéw neuronéw sie¢ neuronowa wy-
daje sie nie mie¢ ograniczen zwigzanych z przetwarzaniem i przechowywaniem informacji.

Perspektywa dzisiejszej ztozonosci i potencjalnych mozliwosci zwiazanych z struktu-
ra przestania nam czesto kontekst przystosowawczy, ktory jest kluczem do zrozumienia
zaréwno mozliwosci jak i ograniczen naszych moézgéw. W niewielkich, izolowanych od
siebie grupach zbieraczy i towcow, doboér naturalny dziatat przede wszystkim w kierun-
ku usprawnienia komunikacji i zaciesnienia relacji pomiedzy poszczegdlnymi osobnikami.
Prawdopodobienstwo sukcesu ewolucyjnego rosto wraz z doskonaleniem kompetencji zwia-
zanych z rozwojem jezyka oraz precyzji rozpoznania i adekwatnego reagowania na stany
emocjonalne spotecznego otoczenia. Odpowiada temu bardzo wczesny proces reorganizacji
struktur mozgu dziecka w strone systemow stanowigcych neurobiologiczne podtoze mowy
oraz wyjatkowa wrazliwo$¢ mechanizmoéow lustrzanych.

Ludzkie moézgi, z ich niespotykanymi u innych gatunkéw rozmiarami, wymuszaja jed-
nak przyspieszony porod. Cigza pozwalajaca na osiagniecie pelnej ztozonosci odpowia-
dajacej tej, z jaka przychodza na swiat inne naczelne, ze wzgledu na rozmiar gtéwki
dziecka konczytaby sie Smiercig zaréwno dziecka jak i matki. Powoduje to, ze ostatnie
etapy rozwoju ptodowego ludzkie dzieci przechodza juz poza organizmem matki. Wydatki
energetyczne, ktore sg konieczne w takich warunkach znacznie opdzniaja dojrzewanie po-
szczegolnych struktur osrodkowego uktadu nerwowego. Ogoblng zasada dojrzewania OUN
jest to, ze kolejnos¢ w jakiej poszczegolne struktury osiagaja sprawnos¢ jest odwrotna
do ich ewolucyjnego wieku. Najstarsze czesci osiagaja dojrzatos¢ w pierwszej kolejnosci.
Ta prawidtowos$¢ wpisuje sie takze w aspekt funkcjonalny. Struktury odpowiedzialne za
kompetencje o bardziej podstawowym charakterze, takie jak te zwigzane z fizjologia orga-
nizmu, zrachowaniami schematycznymi czy emocjami, dojrzewaja wczesniej, zas te, ktore
dotycza reakcji ztozonych i plastycznych odpowiedzi na wymagania srodowiska staja sie
do tego gotowe pozniej. Wezesne przyjscie na swiat wydtuzajac proces dojrzewania OUN
uwypukla to zjawisko w przypadku ludzi.

W naszej przesztosci ewolucyjnej mozliwosé i znaczenie przetwarzania glebokiego czy
tez operacji na symbolach pojawity sie i staty istotne z przystosowawczego punktu widze-
nia stosunkowo niedawno. Oznacza to, ze dojrzewanie tych struktur odbywa sie najpoznie;j.
Procesy zwiazane z racjonalnym przetwarzaniem rzeczywistosci, dostrzeganiem zwiazkoéw
przyczynowych, planowaniem, czy operacjami na symbolach sa, z ewolucyjnego punktu
widzenia, najnowszymi osiagnieciami cztowieka. Oznacza to, ze oceniajac kompetencje
mtodych ludzi w tych obszarach, warto bra¢ poprawke na prawidtowosci neurorozwoju.
Tym bardziej, ze petna gotowos¢ ludzkich mézgéw w tym zakresie osiggana jest przez nie
znacznie poézniej niz podpowiada nam to intuicja.
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STANISEAW LOJASIEWICZ I KARIERA JEGO NIEROWNOSCI W
MATEMATYCE

Bronistaw Jakubczyk
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: jakubczy@impan.pl

Stanistaw Lojasiewicz, rozwigzujac w 1958 roku réwnolegle z L. Hormanderem problem
dzielenia Lauranta Schwartza, stworzyt technike, ktora doprowadzita do rozwiazania wielu
innych problemoéw i powstania teorii zbioréw semi-analitycznych. Podstawa tej techniki
jest nieréwno$¢ jego imienia wigzaca wartosci funkeji analitycznej rzeczywistej z odleglo-
Scig od jej punktu osobliwego.

Opowiemy o historii powstania nieréwnosci Lojasiewicza i jej wariantow oraz o proble-
mach do rozwigzania ktorych zostata uzyta przez czotowych matematykow. Gradientowa
nieré6wno$¢ Lojasiewicza i jej nieskonczenie wymiarowa wersja fLojasiewicza-Simona po-
zwolity w ostatnim 25-leciu rozwiazac szereg otwartych problemoéow zwiazanych ze zbiez-
noscig rozwiazan ewolucyjnych rownan czastkowymi, w tym réwnan Eulera-Lagrange’a
funkcjonatow energii uzywanych w fizyce matematycznej a nawet w topologii. Uzyto jej
tez w badaniu osobliwosci powierzchni minimalnych i odwzorowan harmonicznych, w ba-
daniu rozmaitosci riemannowskich i w innych problemach.

Nieréwnoéé¢ gradientowa Kurdyki-fLojasiewicza, zwigzana z rozwinietym przez logi-
kow pojeciem struktury O-minimalnej, jest ostatnio szeroko stosowana przy dowodach
i szacowaniu szybkosci zbieznosci réznych wersji algorytmow gradientowych i gradiento-
podobnych (w optymalizacji, analizie numerycznej, sztucznej inteligencji, gtebokim ucze-
niu, statystycznym uczeniu maszynowym, itp.).
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INTUICJA I METODA — MATEMATYCZNE INSPIRACJE W SZTUCE

Jakub Jernajczyk
Wydziat Grafiki i Sztuki Mediéw, Akademia Sztuk Pieknych im. Eugeniusza Gepperta
we Wroclawiu
e-mail: jjernajczyk@gmail.com

W ramach swojego wystapienia przedstawi¢ zestaw realizacji multimedialnych, ktére na
réznych poziomach odnosza sie do wybranych zagadnien matematycznych (gtéwnie z za-
kresu podstaw matematyki oraz filozofii matematyki), stanowiac ich artystyczne komenta-
rze. Przyblize tez gtowne zalozenia swojej metody tworczej, akcentujac przede wszystkim
watki poznawcze, edukacyjne i popularyzatorskie.

Prezentacja poszerzona zostanie o wybrane dzieta polskich artystéw konceptualnych,
ktorzy w swojej tworczosci inspirowali si¢ problemami matematyki, m.in. Stanistawa Droz-
dza, Wandy Gotkowskiej czy Eugeniusza Smolinskiego.
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O NIEROWNOSCIACH TYPU BERNSTEINA

Tomasz Beberok
Uniwersytet Rolniczy w Krakowie
e-mail: tomasz.beberok@urk.edu.pl

Opowiemy o ostatnio uzyskanych nieréwnosciach typu Bernsteina dla zbioréw zwar-
tych w R™. Referat bedzie oparty na wymienionych nizej pracach.

[1] M. Baran, G. Sroka, On Extremal Functions and V. Markov Type Polynomial Inequality for Certain Subsets of RY,
Constr. Approz, 2023, https://doi.org/10.1007/s00365-023-09653-1

[2] T. Beberok, Sharp L, Bernstein type inequalities for certain cuspidal domains, preprint,

[3] Y. Ge, Y. Xu, Sharp Bernstein inequalities on simplex, Constr. Approz, (2024). https://doi.org/10.1007/s00365-024-
09680-6

[4] A. Krod, Lp Bernstein type inequalities for star like Lip a domains, J. Math. Anal. Appl., 532 (2024), no.2, Paper No.
127986, 16 pp.

[5] Y. Xu, Bernstein inequality on conic domains and triangle, J. Approz. Theory, 290 (2023), Paper No. 105889, 30 pp.
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O REGULARNOSCI ROZWIAZAN PROBLEMU DIRICHLETA DLA
ZESPOLONEGO OPERATORA MONGE’A-AMPERE’A

Rafal Czyz
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: rafal.czyz@uj.edu.pl

Niech €2 bedzie ograniczonym obszarem hiperwypuktym w C". Podczas referatu opo-
wiem o regularnosci rozwigzan problemu Dirichleta dla zespolonego operatora Monge’a-
Ampere’a

u € PSH(Q),
(ddu)" = fdVan,

gdzie dV5, jest miarg Lebesgue’a w €2, a gestos¢ f > 0 nalezy do przestrzeni Orlicza
L(LogL)?(2), p > 0. W dalszej czesci przedstawie rezultaty dotyczace stabilnosci rozwia-
zan tego rownania.
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O NIEZMIENNICZOSCI WYKLADNIKA LOJASIEWICZA

Ramzen Dzhafarov
Uniwerystet Jagiellonski
e-mail: ramzen.dzhafarov@doctoral.uj.edu.pl

Wsréd gltownych narzedzi teorii osobliwosci mamy kilka nieréwnosci Y.ojasiewicza. Sa
to: separacja regularna zbioréw, nier6wnos¢ wzrostowa t.ojasiewicza oraz nierownosé gra-
dientowa, ktora odgrywa wazng role w dynamice oraz optymalizacji.

Moéwimy, ze funkcja ciagta f spelnia nieréwnos¢ wzrostowa w 0, jesli w pewnym oto-
czeniu zera norma obrazu punktu z tego otoczenia jest nie mniejsza niz iloczyn stalej
dodatniej oraz odlegtosci tego punktu od zbioru zer funkcji f podniesionej do pewnej
potegi o > 0. Z kolei, funkcja K-analityczna (K := C,R) spelnia nier6wnosé gradientowa
w 0, gdy w pewnym otoczeniu zera norma gradientu w punkcie z tego otoczenia jest nie
mniejsza niz iloczyn statej dodatniej oraz normy obrazu tego punktu podniesionej do pote-
gi # € [0, 1]. Infimum po wszystkich wyktadnikach @ (odpowiednio 6) dla ktérych zachodzi
nieréwnos¢ wzrostowa (odpowiednio gradientowa) nazywamy wyktadnikiem Lojasiewicza.

Referat bedzie poswiecony niezmienniczo$ci bilipschitzowskiej wyktadnika t.ojasiewi-
cza. Na poczatku przedstawimy zwigzek pomiedzy wyktadnikiem separacji zbiorow a wy-
ktadnikiem tojasiewicza dla nierownosci wzrostowej. Nastepnie skupimy sie na niezmien-
niczo$ci wyktadnika t.ojasiewicza w przypadku nierownosci wzrostowej. Najwazniejsza
czescig tego referatu beda sSwieze wyniki dotyczace niezmienniczosci wyktadnika F.ojasie-
wicza dla nieréwnosci gradientowej zaré6wno w przypadku rzeczywistym, jak i zespolonym
uzyskane wspoélnie z dr. hab. Maciejem Denkowskim.
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ZASTOSOWANIA ZBIEZNOSCI PAINLEVE - KURATOWSKIEGO: FUNKCJE
LIPSCHITZOWSKIE ZE ZBIEZNYMI SUBROZNICZKAMI CLARKE’A ORAZ
ZBIEZNOSC ZBIOROW ZBIOROW ZDEFINIOWANYCH PRZEZ ZBIEZNE
ROWNANIA

Daniel Fatuta
Afiliacja: Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie, Wydzial Matematyki i Informatyki,
Lojasiewicza 6
e-mail: daniel.fatula@doctoral.uj.edu.pl

W tej prezentacji skupimy sie na dwoch zastosowaniach zbieznosci Painlevé - Kuratow-
skiego w analizie. Najpierw uogélnimy na funkcje lipschitzowskie twierdzenie o zbieznosci
funkeji gtadkich przy zbieznosci lokalnie jednostajnej ich pochodnych (przy zatozeniu, ze
te funkcje sg zbiezne w co najmniej jednym punkcie i sg zdefiniowane na zbiorze otwartym
i spéjnym). W tym celu wykorzystamy subrézniczke Clarke’a funkeji lipschitzowskich ja-
ko naturalne uogoélnienie pochodnych. Natomiast zbieznos¢ lokalnie jednostajna zostanie
zastgpiona przez zbiezno$¢ Painlevé - Kuratowskiego wykresow.

Nastepnie zajmiemy sie badaniem zbieznosci widkien ciagu funkcji, zbieznego lokalnie
jednostajne. Pokazemy rzeczywiste odpowiedniki twierdzenia Hurwitza, ktore stwierdza
zbieznos¢ zer ciagu funkceji holomorficznych, zbieznych lokalnie jednostajnie. Réwnowaznie
mozna to traktowac jako zbieznos¢ rozwigzan ciggu réwnan, gdy zbiezne sg te rownania.

Referat bedzie oparty na pracy [3].

[1] F. Clarke, Generalized gradients and applications, Transactions of the American Mathematical Society, 1975, Volume
205, 247-262

[2] G. Lebourg, Generic differentiability of lipschitzian functions, Transactions of the American Mathematical Society, 1979,
Volume 256, 125-145

[3] D. Fatula, Applications of the Painlevé-Kuratowski convergence: Lipschitz functions with converging Clarke subdiffe-
rentials and convergence of sets defined by converging equations, preprint, arXiv:2405.06314
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UoGOLNIONA NIEROWNOSC LOJASIEWICZA DLA MULTIFUNKCJI
DEFINIOWALNYCH I SUBANALITYCZNYCH

Michatl Kosiba
Uniwersytet Jagiellonski, Wydziat Matematyki i Informatyki, Y.ojasiewicza 6, 30-348
Krakéw
e-mail: michal.kosiba@doctoral.uj.edu.pl

Podczas referatu zaprezentujemy uogélnienie jednego z klasycznych wynikéow w geo-
metrii semialgebraicznej - nieréwnosci Lojasiewicza. Jego podstawowa wersja zostata sfor-
mutowana dla dwoch ciggtych funkcji semialgebraicznych na zbiorze zwartym i prezentuje
sie nastepujaco:

Niech f,g : K — R bedqg dwiema ciggltymi funkcjami semialgebraicznymi na zwartym
podzbiorze K C R™ takimi, ze f~1(0) C g=1(0). Wtedy istniejg C, N > 0 takie, ze:

f(@)] > Clg(x)|Y, ze K.

W [3] zostalo pokazane, ze pod pewnymi warunkami mozemy opusci¢ zatozenie cia-
glodci jednej z funkeji. W [2] mozemy znalezé nieréwnosé Lojasiewicza dla dowolnej struk-
tury o-minimalnej, natomiast tu znéw wymagana jest ciggto$¢ obydwu funkeji. W trakcie
referatu pokazemy, ze dodajac pewne naturalne zalozenia, mozemy uzyskaé¢ nier6wnosé
Lojasiewicza dla dowolnej struktury o-minimalnej rezygnujac jednoczesnie z zalozenia
ciggtosci obydwu funkcji, wymagajac jedynie ograniczonosci modutu jednej z nich. Po-
nadto zaprezentowana wersja twierdzenia bedzie odnosi¢ sie do funkcji zdefiniowanych na
dowolnym zbiorze. Nie bedziemy wymagaé jego zwartosci, ani nawet domknietosci.

Kolejnym punktem referatu bedzie przyjrzenie si¢ nieréwnosci t.ojasiewicza dla sy-
tuacji subanalitycznej. Przypadek ten okazuje sie by¢ bardziej subtelnym. Pewna wersja
nieréwnosci dla funkcji globalnie subanalitycznych zostata przedstawiona w [4]. Podczas
referatu pokazemy, ze jesteSmy w stanie uzyska¢ podobny rezultat jak w przypadku de-
finiowalnym dodajac jednak zalozenie o ograniczonosci dziedziny. Jednoczesnie zaprezen-
tujemy przyktad ilustrujacy niemozno$é¢ uzyskania bezposredniego odpowiednika twier-
dzenia z sytuacji definiowalnej.

Uzyskane rezultaty wykorzystamy do przypadku multifunkcji. Wprowadzajac rézne
typu przeciwobrazu multifunkcji, bedziemy w stanie sformutowac kilka rodzajéw nierow-
nosci Lojasiewicza dla multifunkeji definiowalnych oraz subanalitycznych. W szczegdlnosci
wyeliminujemy pewna luke pojawiajaca sie w [1].

Na koniec zaprezentowane rezultaty zilustrujemy na przyktadzie multifunkcji punktow
najblizszych oraz multifunkcji punktéw dla ktorych dany punkt ze zbioru jest punktem
najblizszym.

[1] M.P. Denkowski, P. Pelszyniska, On definable multifunctions and Lojasiewicz inequalities, J. Math. Anal. Appl. vol. 456
no. 2, 2017, 1101-1122

[2] L. Van Den Dries, C. Miller, Geometric Categories and O-Minimal Structures, Duke Math. Journ. 84 no. 2, 1995,
497-540

[3] J. H. Lee, T. Pham, Openness, Holder metric regularity and Holder continuity properties of semialgebraic set-valued
maps, SIAM J. Optimiz vol. 32, Iss. 1, 2022, 56-74

[4] A. Valette, Lojasiewicz inequality at singular points, P. Am. Math. Soc. vol. 147, 2019, 1109-1117
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NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE NA ZBIORACH ALGEBRAICZNYCH

Agnieszka Kowalska
Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
e-mail: agnieszka.kowalska@uken.krakow.pl

7 podstawowymi twierdzeniami aproksymacji dla zbioréw C°°-determinujacych Scisle
wigza si¢ pewne nieréwnosci wielomianowe, za pomocg ktérych przeprowadza sie wiele
dowoddéw. Szczegdlnie wazne wydaja sie tutaj nieréwnosci Markowa, Plesniaka i Schura.
W tego typu nierownosciach gtownym problemem jest uzyskanie odpowiedniej zalezno-
Sci statych od stopnia wielomianu. Referat bedzie oméwieniem uzyskanych w ostatnich
latach wynikéw dotyczacych odpowiednikéw nierownosci wielomianowych na podzbio-
rach zwartych zbiorow algebraicznych. Zbiory algebraiczne sg zdefiniowane przez uktady
rownan wielomianowych, a zatem nie sa determinujace nawet dla wielomianow. Poda-
na zostanie charakteryzacja zwartych podzbiorow spehiajacych nieréwno$é Markowa na
hiperpowierzchniach algebraicznych jak réwniez na niektérych zbiorach algebraicznych
okreslonych przez kilka rownan. Omowione zostana réwniez inne nieréwnosci wielomiano-
we na tych zbiorach. Ponadto pokazane zostanie zastosowanie nierownosci uzyskanych na
zbiorach algebraicznych do efektywnej konstrukcji pewnych uzytecznych weztéw interpo-
lacyjnych, zwanych sieciami dopuszczalnymi lub zbiorami normujacymi. Referat bedzie
oparty na pracach [1] i [2].

[1] L. Bialas-Ciez, J.-P. Calvi, A. Kowalska, Markov and division inequalities on algebraic sets, Results Math., 2024, 79,

135
[2] L. Bialas-Ciez, A. Kowalska, Polynomial meshes on algebraic sets, preprint,
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APROKSYMACJA STALYCH LEBESGUE’A
ZA POMOCA SIATEK PUNKTOW CZEBYSZEWA

Mateusz Suder
Uniwersytet Jagiellonski
Wydziat Matematyki i Informatyki
e-mail: mat.suder@student.uj.edu.pl

Przedstawie zastosowanie pewnych sieci zwigzanych z punktami Czebyszewa
do aproksymowania statych Lebesgue’a pewnej klasy projekcji na przestrzen wielomiandw
zawierajacej interpolacje, operatory Bernsteina oraz operatory najmniejszych kwadratow
z wagami. Sieci punktéw bedg tworzone na pewnych krzywych na ptaszczyznie zespolonej,
kostkach i kulach w RY oraz na tréjkatach.

Ponadto skonstruuje pewne optymalne sieci dopuszczalne na kulach i tréjkatach oraz
poréwnam je z innymi sieciami punktéw badanymi w ostatnich latach. W tym celu po-
stuzymy si¢ eksperymentami numerycznymi opartymi na przyblizaniu promienia pokrycia
wzgledem metryki Dubinera.

Prezentacja nawiazuje do trzech prac: [1], [2] 1 [3].

[1] L. Bialas-Ciez, D. Kenne, A. Sommariva, M. Vianello, Chebyshev admissible meshes and Lebesgue constants of complex
polynomial projections, J. Comput. Appl. Math., 2024, 443, 15766

[2] L. Bialas-Ciez, D. Kenne, A. Sommariva, M. Vianello, Evaluating Lebesgue constants by Chebyshev polynomial meshes
on cube, simplex and ball, preprint, arxiv.org/abs/2311.18656, 2023

[3] L. Bialas-Ciez, M. Suder, Note on admissible meshes on ball and simplex via Dubiner metric, submitted,
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KILKA UWAG O PISANIU PRAC DYDAKTYCZNYCH Z ALGEBRY

Waldemar Holubowski
Politechnika Slaska, Wydzial Matematyki Stosowanej
e-mail: w.holubowski@polsl.pl

Pisanie prac dydaktycznych z algebry wymaga odpowiedniej wiedzy matematycznej,
Scistosci 1 poszanowania czytelnika [5].

Profesjonalni matematycy mogg sobie pozwoli¢ na pewne niescisto$ci w artykutach
naukowych. Ich odbiorcami sg inni naukowcy, ktorzy sa w stanie poprawi¢ oczywiste
btedy, niesciste sformutowania, czy zapeti¢ luki w dowodach.

Odpowiedzialno$é¢ autorow artykutéow dydaktycznych jest duzo wieksza, jezeli zwracaja
sie oni do uczniow i studentow, dla ktérych matematyka moze by¢ trudnym przedmiotem.

Na przyktadzie analizy wielu artykutow dydaktycznych z algebry wymienionych w bi-
bliografii pokazemy na przyktadach, jak drobne btedy moga mie¢ powazne konsekwencje
dla niedo$wiadczonych czytelnikow. Zasugerujemy tez propozycje poprawy zakwestiono-
wanych sformutowan.

[1] K. Adrianowicz, Macierze odwrotne. Cze$é I- definicje wlasnosci, wyznaczanie macierzy odwrotnych z definicji, MINUT,
2023, 183-194

[2] K. Adrianowicz, Determinant - a short tutorial, MINUT, 2023, 165-182

[3] K. Adrianowicz, I. Nowak, Dlaczego eliminacja Gaussa dziala i dlaczego jest taka pomocna?, MINUT, 2023, 149-164
[4] K. Adrianowicz, I. Nowak, Po co nam ta matematyka? Zastosowania algebry liniowej nie tylko dla studentéw pierwszych
lat studiéw technicznych., Wydawnictwo Politechniki Slaskiej, 2016

[5] W. Hotubowski, Dlaczego zle uczymy inzynieréw matematyki, OKNMUT XIX,

https://www.youtube.com/watch?v=ITVBUjxTwOI

[6] M. Maciaszczyk, Liczby zespolone- postaé algebraiczna w wersji lekkostrawnej, MINUT, 2022, 70-80
[7] B. Pawlik, Postaé trygonometryczna liczb zespolonych, MINUT, 2022, 16-25

[8] K. Sawicz, Rozwiazywanie ukladéw réwnan za pomocg wzoréw Cramera, MINUT, 2023, 227-236

[9] K. Sawicz, Rozwiazywanie ukladéw réwnan metoda eliminacji Gaussa, MINUT, 2023, 237-245
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ANALIZA WYBRANYCH MODELI ROZWIAZAN REALISTYCZNYCH ZADAN
7Z OPTYMALIZACJI LINIOWEJ PRZEZ STUDENTOW Z WYKORZYSTANIEM
TECHNIK KOMPUTEROWYCH

Adrian Karpowicz
Instytut Matematyki, Uniwersytet Gdanski
e-mail: adrian.karpowicz@ug.edu.pl

Jednymi z kluczowych kompetencji przysztosci sa kompetencje cyfrowe i technologicz-
ne (zobacz [1]). Obejmuja one szerokie spektrum umiejetnosci. Jedna z takich umiejetnosei
jest rozwigzywanie r6znego typu probleméw za pomoca technologii. W swoim wystapieniu
chcialtbym przedstawié¢ analize rozwigzan realistycznych zadan z programowania liniowego
w arkuszu kalkulacyjnym przez studentéw matematyki. Problem dotyczyt maksymalizacji
funkcji celu (zysku ze sprzedazy) przy pewnych dodatkowych ograniczeniach (zwiazanych
z ograniczona iloscia potrzebnego surowca do produkeji i czasu). Dzigki temu, ze Excel ma
wbudowany algorytm rozwiazujacy problem optymalizacji liniowej (algorytm simpleks),
mozna bylo sie skupi¢ przede wszystkim na budowie modelu matematycznego.

W analizie prac studentéw wyréznitem zasadniczo dwa rézne (oba poprawne) modele ma-
tematyczne uktadane do jednego problemu. Przeanalizuj¢ réwniez btedy, jakie pojawiaty
sic w budowanych modelach i sprobuje odpowiedzie¢ na pytanie, skad one mogty wy-
nika¢. Postaram sie wysnu¢ wnioski na temat tego, co robi¢, aby podnie$¢ kompetencje
studentow lub uczniéw w budowaniu modeli matematycznych realistycznych probleméw.

[1] K. Debkowska, U. Klosiewicz-Gorecka, A. Szymanska, P. Wazniewski i K. Zybertowicz, Kompetencje pracownikéw dzi$
i jutro, Polski Instytut Ekonomiczny, 2022

61



Ksigzka streszczen 9. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH

PRZEJAWY ROZUMOWANIA MATEMATYCZNEGO
U MALYCH DZIECI NA PODSTAWIE ZADANTIA
KOMBINATORYCZNEGO

Bozena Maj-Tatsis
Uniwersytet Rzeszowski
e-mail: bmaj@ur.edu.pl

Rozumowanie matematyczne jest kluczowym elementem mys$lenia matematycznego,
ktore moze sie manifestowaé nawet u matych uczniéw, pod warunkiem zapewnienia im
odpowiednich kontekstéw [1]. Autorzy pracy [3| stwierdzaja, ze ,w ciagu ostatnich 25 lat
nastapitl wzrost zainteresowania badaniami nad rozumowaniem matematycznym wsrod
mlodszych uczniéw” (s. 15). Niemniej jednak, brak jest zgody co do tego, czym jest
rozumowanie matematyczne; dodatkowo, jego opisy w réznych dokumentach programo-
wych sa czasem ,niejasne, niesystematyczne, a nawet sprzeczne miedzy soba” [4, s. 2].
W oparciu o podejscie komognitywne do nauczania matematyki [6], na potrzeby naszego
badania przyjmujemy dyskursywna perspektywe rozumowania matematycznego. Zgodnie
z tg perspektywa, rozumowanie matematyczne mozna szeroko zdefiniowaé¢ ,jako proces
komunikacji z innymi lub z samym soba, ktéry pozwala na wnioskowanie wypowiedzi
matematycznych z innych wypowiedzi matematycznych” [4, s. 7]. Ta perspektywa pod-
kresla nie tylko interaktywny charakter rozumowania, ale takze znaczenie ustanowienia
odpowiednich norm dla przewidywanych interakcji. Jednoczesnie, jak juz wspomniano,
kontekst odgrywa istotna role w pracy z mtodszymi uczniami, co czyni projektowanie
zadan bardzo waznym.

Majac to na uwadze, zaprojektowalismy eksperyment z udziatem 20 uczniéw klasy
trzeciej. Uczniowie rozwiazywali i dyskutowali nad trzema zadaniami matematycznymi,
ktore spetniaty nastepujace warunki: miaty na celu rozbudzenie ich zainteresowania, by-
ty mozliwe do rozwigzania na wiecej niz jeden sposéb, ale bez uzycia trikéw, powinny
ilustrowa¢ wazne idee matematyczne oraz stuzy¢ jako pierwsze kroki do poszukiwan ma-
tematycznych [5]. W niniejszym opisie skupiamy sie na zadaniu, ktére miato na celu
rozwijanie rozumowania kombinatorycznego. Zadanie ,Rybki”, ktorego polecenie brzmia-
to: ,Ile rybek mozesz pokolorowaé trzema kolorami, tak aby kazda rybka byta inna? Masz
trzy kolory: zielony, pomaranczowy i niebieski”, polegato na pokolorowaniu rybek - kazdej
podzielonej na trzy czesci - przy uzyciu trzech réznych koloréow. Nasze pytania badawcze
byly nastepujace: a) Jakie aspekty rozumowania matematycznego zaobserwowano pod-
czas pracy nad zadaniem? b) Jakie strategie rozwiazywania zaobserwowano podczas pracy
nad zadaniem?

Do analizy materialu badawczego wykorzystaliSmy teorie [4] oraz [7], co pozwolito na
identyfikacje poszczegdlnych aspektéw rozumowan matematycznych u uczniéw. Dodatko-
wo, poniewaz interesowaly nas réwniez strategie rozwigzywania ucznioéw, zastosowaliSmy
ramy analityczne [2] dla zadar kombinatorycznych. W szczegdlnosci, kategoryzowali$my
wypowiedzi uczniéw na podstawie ich tresci i obserwowaliSmy ich ewolucje od, np. loso-
wego wyboru elementéw do bardziej systematycznego wzorca w wyborze elementow.
Niniejsze badania wnosza trzy istotne elementy. Po pierwsze, wzbogacamy istniejaca li-
terature na temat rozumowania matematycznego matych uczniéw, pokazujac, ze mozna
je zaobserwowa¢ w zadaniach, ktérych kontekst jest matematycznie bogaty, a zarazem
zabawowy (w tym przypadku aspekt kolorowania). Po drugie, pokazujemy, jak adaptacja
istniejacych ram teoretycznych moze poméc badaczom (lub nauczycielom) w skutecznym
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identyfikowaniu przejawow rozumowania matematycznego wérod uczniow. Po trzecie, pre-
zentujemy przyktady, w ktérych istotne znaczenie mialy interakcje miedzy uczniami oraz
miedzy uczniami a dorostymi w ksztaltowaniu i wzmacnianiu mozliwosci rozumowania
matematycznego, a przez to podkreslamy role nauczyciela/badacza w tym procesie.

[1] D. Clements, J. Sarama , Learning and Teaching Early Math. The Learning Trajectories Approach (3rd ed.), Taylor and
Francis, 2020

[2] L. D. English, Young children’s combinatorics strategies, Fducational Studies in Mathematics, 1991, 22(5), 451-474

[3] M. Goos, S. Kaya, Understanding and promoting students’ mathematical thinking: a review of research published in
ESM, Educational Studies in Mathematics, 2020, 103(1), 7-25

[4] D. Jeannotte, C. Kieran, A conceptual model of mathematical reasoning for school mathematics, Educational Studies
in Mathematics, 2017, 96(1), 1-16

[5] A. H. Schoenfeld, Reflections on doing and teaching mathematics. [W] A. H. Schoenfeld (Red.), Mathematical thinking
and problem solving (s. 53-70), Lawrence Erlbaum Associates., 1995

[6] A. Sfard, Thinking as communicating: Human development, the growth of discourses, and mathematizing, Cambridge
University Press, 2008

[7] C. Vale, W. Widjaja, S. Herbert, L. A. Bragg, E. Y.-K. Loong, Mapping Variation in Children’s Mathematical Reaso-
ning: The Case of ‘What Else Belongs?’, International Journal of Science and Mathematics Education, 2017, 15(5), 873-894
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ROZUMOWANIE REDUKCYJNE STUDENTOW PEDAGOGIKI W PROCESIE
ROZWIAZYWANIA ZADANIA TEKSTOWEGO PT.: ILE BYLO PEREL
W SZKATULCE?

Barbara Nawolska
Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie, Instytut Pedagogiki, Polska
e-mail: barbara.nawolska®up.krakow.pl

Kazdemu czlowiekowi, niezaleznie od roli jaka przyjdzie mu petni¢ w zyciu, potrzebna
jest szeroko rozumiana umiejetnosé dostrzegania i rozwigzywania probleméw w réznorod-
nych sytuacjach zyciowych i zawodowych. A przy tym wazna jest umiejetno$é logicznego i
krytycznego myslenia oraz prowadzenia wnioskowan dedukcyjnych i redukcyjnych. Umie-
jetnosci tej uczymy sie przez cate zycie i im wczes$niej zaczniemy sie tego uczy¢, tym lepsze
efekty osiagniemy. Nie bez powodu wiec w podstawie programowej z 14 lutego 2017 r. zapi-
sano, ze ,Ksztatcenie w szkole podstawowej stanowi fundament wyksztatcenia” (Podstawa
programowa, 2017, s. 11). Za$ celem tego ksztalcenia jest

,rozwijanie kompetencji, takich jak: kreatywnos$¢, innowacyjnos¢ i przedsiebiorczosé;
rozwijanie umiejetnosci krytycznego i logicznego myslenia, rozumowania, argumentowania
i wnioskowania (... ) wyposazenie uczniéw w taki zaséb wiadomosci oraz ksztattowanie ta-
kich umiejetnosci, ktore pozwalaja w sposob bardziej dojrzaty i uporzadkowany zrozumieé
swiat” (tamze).

Wymienione cele mozna osiggna¢ m.in. w ramach edukacji matematycznej poprzez
rozwiazywanie zadan tekstowych, poniewaz zadania tego typu stanowia szczegdlny przy-
padek sytuacji problemowej. Umiejetno$é¢ ich rozwiazywania ma wiec, oprocz waloréw
edukacyjnych, wielki wymiar praktyczny bedac paradygmatem dziatania w kazdej sy-
tuacji problemowej. Tym samym uczenie sie¢ matematyki stuzy rozwijaniu logicznego i
krytycznego myslenia. Wtasnie logiczne i krytyczne myslenie jest tym, czego najbardziej
potrzebujemy wspoétczednie i co bedzie przydatne w nieznanej nam jeszcze przysztosci tak
w zyciu prywatnym jak i zawodowym. Zatem najwigekszym wyzwaniem jakie stoi przed
szkota jest takie wyksztatcenie uczniow, by byli ludzmi myslacymi logicznie i krytycz-
nie. Nie da sie tego osiggnac bez dobrze wyksztatconych nauczycieli, ktérzy sami potrafig
mysle¢ logicznie i krytycznie.

Elementami logicznego myslenia jest rozumowanie dedukcyjne i redukcyjne. Dedukcja
jest rozumowaniem wprost, tzn. na podstawie znanych racji (przyczyn) wnioskuje sie o
nastepstwach (skutkach). Za$ redukcja jest rozumowaniem wstecz tzn. na podstawie
nastepstw (skutkéw) wnioskuje sie o ich racji (o przyczynach), w tym rozumowaniu cofamy
sie od faktéw do ich przyczyn (Czyzewski, 1993). To rozumowanie jest wazne zaréwno w
matematyce jak i w wielu sytuacjach praktycznych, np. w diagnozie medyczne;j'.

Poniewaz umiejetnos¢ rozwigzywania zadan tekstowych, jest kluczowa kompetencja,
wiec nauczyciele a takze studenci pedagogiki, jako przyszli nauczyciele, powinni umiec¢
rozwiazywac takie zadania, by moc je wykorzystywaé¢ w pracy z dzie¢mi. Wobec po-
wyzszego w ksztalceniu przysztych nauczycieli nie moze brakna¢ zadan redukcyjnych. W
swoim wystapieniu przedstawie, na przyktadzie zadania o pertach, wyniki badania umie-
jetnosci rozwigzywania zadan redukcyjnych przez studentéw pedagogiki przedszkolnej i
wczesnoszkolnej.

Lekarz na podstawie skutkéw choroby pacjenta, musi ustali¢ jej przyczyne (ustala co wywoltato objawy
chorobowe).
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Zadanie. Maharadza obdarowal 3 swoje corki pertami przechowywanymi w szkatutce.
Najstarszej dal potowe zawartosci szkatutki i jedng perte, mtodszej potowe reszty i jed-
ng perte, a najmtodszej potowe pozostatych peret i jeszcze 3 perlty i wowcezas szkatutka
pozostala pusta. Ile peret mial Maharadza w szkatulce i ile perel dostata kazda corka?

Warunkiem koniecznym poprawnego rozwiazania zadania jest jego zrozumienie. Sktada
sie na to warstwa werbalna (jezykowa) jak i warstwa pojeciowa. W tym przypadku trzeba
rozumie¢ co znaczy ,potowa’, ze wielko$¢ potowy zalezy od wielkosci catosci dzielonej.
Potrzebna jest jeszcze umiejetno$é matematyzowania sytuacji przedstawionej w zadaniu,
ktora powinna rosna¢ wraz z do$wiadczeniem a co za tym idzie — z wiekiem rozwigzujacego.
Czy studenci, posiadajacy duze do$wiadczenie (prawie 15 lat nauki), umieja czytaé ze
zrozumieniem i umiejg zmatematyzowac¢ sytuacje opisana w zadaniu redukcyjnym? Czy
rozumowanie redukecyjne jest w zasiegu badanych studentéw? Czy potrafia rozwiagzac takie
zadanie w sposob dostepny uczniom klas mtodszych? Czy umieja postuzy¢ si¢ rysunkowsq
prezentacja sytuacji opisanej w zadaniu?

[1] T. Czyzewski, My$lenie i rozumowanie jako przedmiot psychologii i logiki, [w:] Encyklopedia pedagogiczna, W. Pamykalo
(red.), 398-401. Wydawnictwo Fundacja Innowacja, 1993

[2] , Podstawa programowa, Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 14 lutego 2017 r. w sprawie podstawy
programowej wychowania przedszkolnego oraz (...) ksztalcenia ogélnego dla szkoly podstawowej (...) Dz. U. 24.02.2017, poz.
356, ,

[3] G. Polya, Jak to rozwiazaé¢?, Wydawnictwo Naukowe PWN, 1993

[4] R. Stefanska-Klar, Pézne dziecifistwo. Mlodszy wiek szkolny, [w:] Psychologia rozwoju czlowieka ¢ II, B. Harwas-
Napierala, J. Trempala (red.), 130-155. PWN, 2006
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ROZUMIENIE ZAGADNIENIA PRZEKSZTALCEN
GEOMETRYCZNYCH PRZEZ NAUCZYCIELI EDUKACJI
WCZESNOSZKOLNEJ

Marta Pytlak
Uniwersytet Rzeszowski
e-mail: mpytlak@ur.edu.pl

Ewa Swoboda
Panstwowa Akademia Nauk Stosowanych w Jarostawiu
e-mail: ewa.swoboda@pwste.edu.pl

Rozumowanie geometryczne ma swoja specyfike, ktéra wciaz nie jest w pelni zba-
dana. Wiele wskazuje na to, ze tworzenie poje¢ geometrycznych przebiega inaczej niz
pojeé¢ arytmetycznych. Badacze podkreslaja, ze pierwszym zrodiem podstawowych pojeé
geometrycznych jest informacja wizualna, ale do rozwoju rozumowania geometrycznego
potrzebne jest obrazowanie ruchu. Uczen powinien umie¢ wyobrazi¢ sobie efekt pewnych
dziatan wykonywanych na obiekcie geometrycznym lub jego elementach (np. wykona-
nie przekroju, wydtuzenie wysokosci, zmiany kata wewnetrznego), a takze efekt dziatan
wykonywanych tym obiektem (np. przegrupowanie bryty w konstrukeji z szescianéw, réw-
nolegte przemieszczenie lub obrét wokét ustalonego punktu o okreslony kat). Tylko dzieki
takim pomystom mozliwe bedzie rozwiazanie duzej grupy probleméw geometrycznych. W
ten sposob dynamiczne rozumowanie jest niezbedng umiejetnoscia dla pewnej klasy pro-
blemoéw geometrycznych.

Potrzebe konkretnych interwencji zwigzanych z ksztaltowaniem takich umiejetnosci
wyrazili badacze skupieni wokot M. Hejny’ego (zobacz: [2], [3], [5]). Warto szukaé propo-
zycji nauczania, ktore pozwola uczniowi dziata¢ w otaczajacej go rzeczywistosci. Poprzez
wykorzystanie whasnych doswiadczen (nieformalnych) mozliwe jest formutowanie intuicji
dotyczacych dynamicznych idei geometrycznych. Takie podejscie jest zgodne z cala dro-
ga, jaka przeszta ludzkosé, kiedy to koncepcje i procedury geometryczne ksztattowaty
sie na podstawie dzialan praktycznych (takich jak tworzenie budynkéw, poruszanie sie
w przestrzeni, konstruowanie narzedzi czy korzystanie z projektowania) [1], [4]. W Pol-
sce problem poszukiwania Sciezki dydaktycznej ukierunkowanej na matematyzacje ruchu
(prowadzacej studentéw do odkrycia wtasnosci i opisu pewnych przeksztatcen izometrycz-
nych) ma dtuga tradycje badawcza. Jednym z watkéw tych wielokierunkowych badan byto
zbadanie mozliwosci studentéw, bedac na poziomie predefinicyjnym, do stworzenia idei
obrotu na ptaszezyznie. Wyniki ostatnich badan [6] sugeruja, ze istnieja pewne specy-
ficzne problemy dydaktyczne, na ktore nauczyciele powinni by¢ wrazliwi, pracujac nad
budowaniem intuicji rotacji wsréd dzieci.

Naszym zdaniem $rodowiskiem, ktore przyblizy uczniom idee ruchu obrotowego, moze
by¢ analiza ruchu zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Wskazoéwki sa sztywno zamoco-
wane na srodku tarczy zegara, co w naturalny sposob podkresla funkcje srodka obrotu.
Konieczne jest jednak skonstruowanie zadania w taki sposéb, aby mozna byto zwrdcié
uwage na dodatkowe warunki definiujace sztywny obrot. Ponadto nauczyciele musza byé
swiadomi, na jakie elementy zwraca¢ uwage podczas analizy pracy uczniéw. Czy jednak
nauczyciele moga patrze¢ na propozycje zadan na tyle szeroko, aby wykorzysta¢ je do
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budowania intuicji i skojarzen z réznymi tematami matematycznymi? Problem ten byt
gtéwnym pytaniem badawczym opisanym w niniejszym opracowaniu.

[1] M. Hejny, Teéria vyucovania matematiky 2, Slovenske Pedagogicke Nakladatelstvo, 1990

[2] M. Hejny, Budovéni geometrickych proceptu, 7. Setkdni uciteld vsech stupniu a typd Skol, 2000, 11-17

[3] M. Hejny, D. Jirotkova, J. Slezakovd, J.Michnova , Matematika, pro 1. ro¢nik zdkladni §koly, I — II dil, Fraus, 2009

[4] D.W. Henderson, D. Taimina, Experiencing Geometry, Euclidean and Non- Euclidean with History (3rd Edition), Pe-
arson Prentice Hall, 2005

[5] D. Jirotkovd, Scheme of geometrical concepts, 13th International Congress on Mathematical Education, 2016

[6] E.swoboda, B. Maj-Tatsis, M. Pytlak, Moving from research to teaching geometric rotation according to genetic con-
structivism, wdruku, 2024

67



Ksigzka streszczen 9. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH

WSPOLZMIENNOSCIOWE ROZUMIENIE FUNKCJI

JAKO NARZEDZIA DO OPISU RUCHU
— BADANIE Z WYKORZYSTANIEM EYE-TRACKINGU

Mirostawa Sajka
Instytut Matematyki, Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej, Krakéw
e-mail: miroslawa.sajkaQuken.krakow.pl

Umiejetnos¢ interpretacji wykresow funkcji, jak i umiejetnos¢ matematyzacji z wyko-
rzystaniem funkcji sg kluczowe nie tylko w matematyce, ale tez ogdlnie dla rozumienia i
uprawiania nauki, a takze sa potrzebne dla rozumienia sytuacji z zycia codziennego.

Funkcja moze by¢ rozumiana w czterech aspektach: (1) jako reguta typu wejscie-
wyjscie, podkreslajac jej obliczeniowy charakter (np. [1]); (2) jako dynamiczny proces
wspo6lzmiennosci miedzy zmienng niezalezng a zmienng zalezna (np. [2]); (3) jako relacja
przyporzadkowania, ;mapowanie” (np. [3]); oraz (4) jako obiekt matematyczny, ktéry mo-
ze by¢ np. badany, poréwnywany lub laczony z innymi obiektami matematycznymi (np.
1], [4)).

W referacie przedstawie fragment szerszych badan empirycznych nad rozumieniem
funkeji w kontekscie opisu ruchu, a zatem rozumienia funkcji gtéwnie w aspekcie (2), ja-
ko dynamicznego procesu wspotzmiennosci. Badania byty realizowane w ostatnich latach
wsrod uczniéw liceum i studentéw — przysztych nauczycieli matematyki w triangulacji
metodologicznej z wykorzystaniem eye-trackingu, pisemnego kwestionariusza oraz indy-
widualnego wywiadu otwartego pogtebionego.

W referacie przedstawie analize trudnosci, jakich doznaja uczniowie szkoét srednich i
studenci podczas opisu ruchu w postaci wykresu funkcji. Analiza wynikow dostarcza nam
wielu informacji na temat sposobu interpretacji wykresow u uczniéw i studentéw, po-
kazuje miedzy innymi, ze pomimo rozumienia wykresow na poziomie odczytu danych i
czytania miedzy danymi [5], wiekszosé badanych udziela btednych odpowiedzi w sytuacji
analizy elementarnego ruchu, znanego im z zycia codziennego (jak np. pionowy rzut kamie-
niem, chodzenie po schodach). Ujawnily sie rézne interpretacje przedstawionych sytuacji,
a wiekszos$¢ btednych odpowiedzi ma swoja przyczyne w utozsamianiu wykresu ruchu z
trajektoria ruchu. Taka bledna interpretacja jest znana z literatury (np. [6]), natomiast
badanie pozwolilo na zdiagnozowanie i skategoryzowanie réznych jej odmian. Dodatko-
wo u niektérych uczniéw i studentéw zaobserwowano brak umiejetnosci myslenia wspot-
zmiennosciowego w badanym kontekscie. Interesujace jest to, ze zadania zaproponowane
w badaniu zostaly ocenione przez badanych jako raczej tatwe, natomiast ich rozwiazywal-
nosé¢ w kazdym przypadku wyniosta ponizej 50%, co oznacza zadania trudne. Zaréwno ten
fakt, jak i dane okulograficzne zarejestrowane podczas badan eye-trackingowych pokazuje
wplyw tzw. ”Systemu 1”7 [7] i podejécia intuicyjnego [8], czy pseudoanalitycznego [9] w
rozwigzaniu takich zadan.

W referacie przedstawie kilka propozycji obecnie wypracowywanych metod zarad-
czych, ktore sg w trakcie weryfikacji, w jaki sposéb mozna pracowa¢ z uczniami i stu-
dentami nad poprawg rozumienia funkcji w omawianym kontekscie.

[1] A. Sfard, On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on processes and objects as different sides of the
same coin, Educational Studies in Mathematics, 1991, 22(1), 1-36

[2] P. W. Thompson, M. P. Carlson, Variation, covariation, and functions: foundational ways of thinking mathematically,
In J. Cai (Ed.), Compendium for research in mathematics education , Reston, VA: National Council of Teachers of Ma-
thematics, 2017, pp. 421-456

[3] R. R. Skemp, The psychology of learning mathematics, Expanded American edition. Routledge, 2012
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ANALIZA ZALEZNOSCI MIEDZY CZESTOTLIWOSCIA POWROTOW DO
ZADAN A CZASEM ROZWIAZYWANIA ZADAN WSROD LICEALISTOW I
OSMOKLASISTOW W POLSCE

Jacek Stando
Centrum Nauczania Matematyki i Fizyki Politechniki Lodzkiej
e-mail: jacek.stando@p.lodz.pl

Zywilla Fechner
Instytut Matematyki, Politechnika f.6dzka
e-mail: zywilla.fechner@p.lodz.pl

W 2022 roku przeprowadziliSmy badanie na terenie Polski, ktore objeto okoto 10 tysiecy
uczniow klas 6smych i maturzystow. Zaproszenia do udziatu w prébnym egzaminie matu-
ralnym z matematyki na poziomie podstawowym oraz w probnym egzaminie 6smoklasisty
z matematyki zostaty wystane do wszystkich szkot ponadpodstawowych i podstawowych
wedlug bazy SIO. Test dla 6smoklasistow zawieral 18 pytan, natomiast test dla matu-
rzystow 35 pytan. Oba testy byty uzupelnione o ankiete oceniajaca mocne i stabe strony
uczniow. Duza liczba uczestnikow badania potwierdza wiarygodno$é wynikow i podkresla,
ze sa to pionierskie badania w Polsce.

Dzigki elektronicznej formie testow mozliwa byta szczegdétowa analiza czestotliwosci
powrotéw do zadan oraz czasu po$wieconego na ich rozwigzywanie. Przeprowadzilismy
roznorodne analizy danych zebranych z ankiet. W niniejszej prezentacji przedstawimy
analize zalezno$ci miedzy czestotliwoscig powrotow do zadan a czasem ich rozwigzywa-
nia, osobno dla grupy licealistow i 6smoklasistow. W innej pracy analizowaliSmy réwniez
mocne i stabe strony uczniéw w zaleznosci od wynikow testu oraz ocen z matematyki.
Wyniki tych badan pozwalaja na lepsze zrozumienie strategii rozwigzywania zadan przez
uczniow na réznych etapach edukacji oraz identyfikacje obszaréw wymagajacych wsparcia
dydaktycznego.

[1] J. Stando, Trajektorie i walidacja efektéw uczenia si¢ na przykladzie przedmiotu matematyka, Monografie Politechniki
Lédzkiej, 2023
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WPLYW OPOZNIEN WYNIKAJACYCH Z CZASU DOJRZEWANIA NA
DYNAMIKE EKOLOGICZNO-EWOLUCYJNA W GRACH EWOLUCYJNYCH

Krzysztof Argasinski
Wydzial Matematyki Uniwersytet Warszawski
e-mail: jargas1@up.pl

Jacek Migkisz
Wydzial Matematyki Uniwersytet Warszawski
e-mail: miekisz@uw.edu.pl

Prezentacja przedstawi wyniki dwoch niepublikowanych prac, kontynuujacych wcze-
$niejsze badania nad demograficznymi grami ewolucyjnymi (Argasinski i Broom 2012,
2018a, 2018b). Podejscie demograficzne zaktada, ze zamiast jednej funkeji wyplat opisu-
jacej darwinowskie dostosowanie, istnieja dwie funkcje wyptat opisujace narodziny i zgony.
To podejscie pozwala na wprowadzenie réznych form regulacji wielkosci populacji zaleznej
od zageszczenia, takich jak rekrutacyjne prawdopodobienstwo przezycia mtodocianych.

Zaczniemy od przedstawienia zaktualizowanych demograficznych funkcji wyptat, uwzgled-

niajacych prawdopodobienistwa wygranej/przegranej podczas konfliktéw z okreslong stra-
tegia. Zaktualizowana struktura funkcji wyptat jest bardziej odpowiednia do opisywania
gier z niepodzielng nagroda niz podejscie z poprzednich prac. Dodatkowo, istniejace wa-
runki stabilnosci ekologiczno-ewolucyjnej zostang uzupelnione przez wprowadzenie tzw.
subnullklin — powierzchni taczacych stabilne i niestabilne punkty stacjonarne, przyciaga-
jacych trajektorie zanim osiggng stabilny punkt stacjonarny.

Nastepnie rozszerzymy ramy modelowania przez dodanie op6znienia dojrzewania dla
noworodkow. To implikuje zastosowanie rownan rézniczkowych z opéznieniem. Powstalte
modele sa bardzo wrazliwe na wplyw czynnikéw zewnetrznych, co zostanie wykazane
poprzez dodanie czynnika sezonowej Smiertelnosci lub presji drapieznikéw modelowanego
przez prosty system Lotki-Volterry. Symulacje numeryczne uzyskanych modeli wykazuja
bardzo ztozone zachowanie, w tym skomplikowane oscylacje i cykle, a nawet chaos. Jednym
z zaskakujacych wynikéw jest to, ze w niektérych przypadkach wptyw opdznienia zanika
w poblizu subnullklin.

[1] K Argasinski, M Broom, Ecological theatre and the evolutionary game: how environmental and demographic factors
determine payoffs in evolutionary games, Journal of Mathematical Biology, 2013, 67, 935-962

[2] K Argasinski, M Broom, Interaction rates, vital rates, background fitness and replicator dynamics: how to embed evo-
lutionary game structure into realistic population dynamics., Theory in Biosciences, 2018a, 137, 33-50

[3] K Argasinski, M Broom, Evolutionary stability under limited population growth: Eco-evolutionary feedbacks and repli-
cator dynamics, Fcological Complexity, 2018b, 34, 198-212
[4] K Argasinski, M Broom, A book, Cambridge University Press, 2024



Ksigzka streszczen 9. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH

OD WYPUKLYCH ROZKLADOW REZOLWENT DO TWIERDZEN O
GENEROWANIU

Adam Gregosiewicz
Politechnika Lubelska
e-mail: a.gregosiewicz@pollub.pl

Twierdzenie Hille’a-Yosidy, fundament teorii potgrup operatoréw, dostarcza warun-
kéw koniecznych i wystarczajacych aby dany operator byt generatorem mocno ciggtle;j
potgrupy. Sprawdzenie tych warunkow bywa jednak w praktyce trudne, gdyz wyrazone sg
one w terminach poteg rezolwent wyjsciowego operatora. Opracowano w zwiazku z tym
wiele metod, ktore pozwalaja na unikniecie bezposredniej weryfikacji warunkéw Hille’a-
Yosidy. Podczas referatu wprowadze nowe narzedzie, wykorzystujace rozktad rezolwenty
na wypuktag kombinacje liniowg prostszych rezolwent, ktore moze postuzy¢ do dowoddw
twierdzen o generowaniu.

Rozwazmy w tym celu domkniety operator A okreslony w przestrzeni Banacha X. Dla
funkcjonatu liniowego @, zdefiniowanego na dziedzinie A, oznaczmy przez Ag = Ajxero
obciecie A do jadra funkcjonatu @, to znaczy

Asf = Af
z dziedzing ztozong ze wszystkich elementéw f z dziedziny A, dla ktoérych
of =0.

Zazwyczaj mozemy mysle¢ o operatorze A jak o operatorze maksymalnym, podczas gdy
funkcjonal ® opisuje warunek brzegowy lub warunek transmisji. Ponadto, w konkretnych
sytuacjach, funkcjonal ® jest czesto suma prostszych funkcjonatéw:

=30

pelr

dla pewnego skonczonego zbioru funkcjonatéw liniowych F'. Udowodnimy, przy niezbyt
restrykcyjnym warunku na jadro A — A, ze rezolwenta (A — A)~! jest wypukla kombinacja
liniowg rezolwent pochodzacych od funkcjonatéow ze zbioru F.

Twierdzenie o rozkladzie rezolwenty. Jesli A nalezy do zbioru rezolwenty operatora
Ay dla kazdego ¢ € F' oraz funkcjonat @ jest niezerowy na jadrze A — A, to istnieja liczby
ayg dla ¢ € F', przy czym Y ycp g = 1 oraz

A=Ag)™ =D ang(A—Ay) 7"

pel

7, twierdzenia o rozktadzie wyprowadze kilka abstrakcyjnych wynikow o generowa-
niu poétgrup oraz funkeji kosinusowych. Pokaze tez, jak mozna wykorzysta¢ te wyniki do
konstrukeji pétgrup zwiazanych ze sko$nym ruchem Browna na grafie gwiazdzistym.
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PRZEJSCIA FAZOWE W EWOLUCYJNYM DYLEMACIE WIEZNIA NA
GRAFACH BARABASI-ALBERTY

Jacek Migkisz
Uniwersytet Warszawski
e-mail: miekisz@mimuw.edu.pl

Obecnosé zachowan altruistycznych w Swiecie darwinowskim jest jednym z fundamen-
talnych probleméw biologii ewolucyjnej. W populacjach oddziatujacych osobnikéw mamy
czesto do czynienia z konfliktem pomiedzy indywidualng racjonalnoscia, ktora kaze nam
zdradzaé, a dobrem ogoétu, do ktérego doprowadza zbiorowa kooperacja. Typows ilustra-
cja takiego dylematu spotecznego jest gra Dylemat Wieznia, w ktorej jedyng rownowaga
Nasha jest obopolna zdrada, cho¢ kooperacja obu graczy przyniostaby im wigksza wypta-
te. W grach przestrzennych osobnicy sa rozmieszczonymi w weztach sieci, graja ze swoimi
sasiadami a ich wyptata jest suma wyptat z poszczegdlnych gier. Okazuje sie, ze ewolucja
takiego uktadu, podczas ktorej gracze imituja zachowania sgsiadéw z najwiekszg wyptata
doprowadza do stanu stacjonarnego ze wspotistniejaca kooperacjg i zdrada, a nawet do
wyeliminowanie zachowan niekooperacyjnych na losowych grafach Barabési-Alberty [1].

W naszej prezentacji przedstawimy wyniki symulacji stochastycznych dynamiki imita-
cji w Dylemacie Wieznia na losowych grafach Erdosa-Rényi i Barabasi-Alberty z kosztami
utrzymywania potaczenn miedzy sasiadami [2]. Znalezione zostaly stany stacjonarne odpo-
wiednich tancuchéw Markowa. Pokazemy, ze w przypadku grafow BA, gdy koszt wzrasta,
populacja graczy przechodzi gwattownie od stanu uporzadkowanego, w ktorym wspotpra-
cujg prawie wszyscy gracze, do stanu, w ktérym wspotistniejg kooperanci i zdradzajacy. W
przypadku kosztu krytycznego populacja oscyluje w czasie pomiedzy tymi dwoma stana-
mi. Przypomina to nieciggte przejscie fazowe w ferromagnetyczym modelu Isinga ponizej
temperatury krytycznej Curie.

Zaprezentujemy kilka heurystycznych argumentéw analitycznych, ktore uzasadniaja
istnienie przejscia fazowego w naszym modelu. Poréwnamy nasz model z kinetycznym
modelem Isinga na grafie BA oraz z klasycznym ferromagnetycznym modelem Isinga na
sieci kwadratowej, gdzie istnienie przejscia fazowego zostalo scisle wykazane.

Scista analizy przej$¢ fazowych w uktadach nichamiltonowskich, nie posiadajacych
wlasnodci réwnowagi szczegdtowej, jest przedmiotem naszych dalszych badan.

Podziekowania Zaprezentowane wyniki zostaly uzyskane we wspoétpracy z Javadem
Mohamadichamgavi w ramach programu European Union’s Horizon 2020 research and
innovation programme, the Marie Sktodowska-Curie grant agreement No 955708.

[1] F. C. Santos, J. M. Pacheco, Scale-free networks provide a unifying framework for the emergence of cooperation, Phys.
Rewv. Lett., 2005, 95, 125-144

[2] J. Migkisz, J. Mochamadichamgavi, J. Lacki, Phase transitions in the Prisoner’s Dilemma game on scale-free networks,
BioPhysMath, 2024, 1
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NIEMARKOWOWSKI MODEL UKEADU IMMUNOLOGICZNEGO

Katarzyna Pichér
Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: katarzyna.pichorQus.edu.pl

Ryszard Rudnicki
Instytut Matematyczny PAN
e-mail: rudnicki@us.edu.pl

Status immunologiczny jest stezeniem specyficznych przeciwcial, ktore pojawiaja sie
po zakazeniu patogenem i pozostaja w surowicy, zapewniajac ochrone przed kolejnymi
atakami tego samego patogenu. Z czasem liczba przeciwcial maleje az do nastepnej infek-
cji. Podczas walki z chorobg odpornosé jest wzmocniona, a nastepnie odpornos¢ stopniowo
stabnie itd. Gestosci stezen przeciwcial spetniajg réwnanie rozniczkowe czastkowe z cal-
kowym warunkiem brzegowym. Réwnanie to generuje pétgrupe stochastyczna. Przedsta-
wimy ogdélne wyniki dotyczace asymptotycznej stabilnosci i wymiatania potgrup stocha-
stycznych [1], a nastepnie zastosujemy je do naszego modelu [2]. Przeanalizujemy rowniez
szczegolne przypadki tego modelu, np. gdy odpornos¢ maleje wyktadniczo; przy stalym
wzroscie przeciwcial po zakazeniu; przy progowym stezeniu przeciwcial przy ponownym
zakazeniu; oraz przy infekcjach sezonowych.

[1] K. Pichér, R. Rudnicki, Asymptotic decomposition of substochastic operators and semigroups, J. Math. Anal. Appl.,
2016, 436, 305-321

[2] K. Pichér, R. Rudnicki, Asymptotic properties of a general model of immune status, STAM J. Appl. Math., 2023, 83,
172-193
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GRANICA OSOBLIWA W MODELU AKTYWNOSCI BIALEK Z RODZINY RHO

Adam Bobrowski
Politechnika Lubelska
e-mail: a.bobrowski@pollub.pl

Anotida Madzvamuse
The University of British Columbia
e-mail: am8230@math.ubc.ca

Elzbieta Ratajczyk
Politechnika Lubelska

e-mail: e.ratajczyk@pollub.pl

Biatka z rodziny Rho, dzialajac na zasadzie molekularnych przetacznikéw, reguluja wiele

proceséw kluczowych dla zycia komorki eukariotycznej. Ich nieaktywne formy wystepuja
w cytoplazmie w postaci kompleksu z biatkami GDI. Po aktywacji nastepuje dysocjacja
GDI, a wtedy GTP-azy przemieszczaja si¢ do blony cytoplazmatycznej, gdzie ulegaja zu-
zyciu i dezaktywacji. W naszej pracy badamy uktad sprzezonych réwnan rozniczkowych
czastkowych (bulk-surface PDE) opisujacych zmiany stezenia biatek Rho wewnatrz ko-
morki i na jej powierzchni. Wnetrze komorki traktujemy jako dwuwymiarowy pierscien,
a btone plazmatyczng jako jej zewnetrzny okrag.

Pokazemy, ze problem Cauchy’ego jest dobrze postawiony w przestrzeni typu L' i zwig-
zany z potgrupa Markowa. Ponadto, rownanie wsteczne Kolmogorowa opisuje dynamike
procesu Fellera. Poniewaz biatka poruszaja sie w cienkiej warstwie, interesuje nas przypa-
dek graniczny, w ktérym jej grubos$é¢ dazy do zera. Aby uzyskaé twierdzenie o zbieznosci
rozwigzan rownan aproksymujacych, zauwazamy, ze zmniejszanie odlegtosci miedzy po-
wierzchniami tworzacymi brzeg jest rGwnowazne z utrzymaniem tej odlegtosci na statym
poziomie i zwigkszaniem predkosci dyfuzji w kierunku do nich prostopadtym. W kon-
sekwencji, odpowiednie przeskalowanie wspotczynnikow i znalezienie wspoélnej dziedziny
pozwala na wyprowadzenie postaci réwnania granicznego. Okazuje sie, ze rozwiazania
stopniowo tracg zaleznosé od r (uzywamy wspotrzednych biegunowych) i w granicy mozna
je uwazaé za funkcje okreslone na okregu, a warunki brzegowe opisujace proces aktywacji
i dezaktywacji biatek, staja sie integralng czescig réwnania podstawowego.

[1] A. Bobrowski, Modeling diffusion in thin 2D layers separated by a semi-permeable membrane, STAM Journal on Ma-
thematical Analysis, 2020, 52(4), 3222-3251
[2] A. Bobrowski, A. Madzvamuse, E. Ratajczyk, Thin layer approximation for a coupled bulk-surface PDE, , submitted
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE POPULACYJNE

Ryszard Rudnicki
Instytut Matematyczny PAN
e-mail: rudnicki@us.edu.pl

Pewne wazne zagadnienia biologiczne prowadzg do modeli, ktére nie spetniaja ,,wta-
snosci Markowa”. Wtasnos¢ Markowa rozumiana jest tu w szerszym sensie i nie musi
dotyczy¢ tylko proceséw stochastycznych. Przyktadem sa modele biologiczne dotyczace
cyklu komérkowego [1] oraz odpornosci immunologicznej [2]. Sa to szczegdlne przypad-
ki do$é ogdlnego modelu strukturalnego [3], w ktérym cechy pojedynczych osobnikow
zmieniaja sie w czasie zgodnie z pewnym procesem (deterministycznym lub stochastycz-
nym), az do momentu krytycznego (na przyktad: $§mierci lub reprodukeji). Odstep miedzy
momentami krytycznymi okreslony za pomoca zmiennej losowej, ktorej rozktad zalezy
od poczatkowego stanu osobnika. Gdy moment krytyczny minie, stan modelu zmienia si¢
zgodnie z pewnym prawem, ktére zalezy od stanu w momencie krytycznym. Niestety, ewo-
lucja czasowa tego modelu nie jest opisana bezposrednio za pomocg procesu Markowa lub
roOwnania rozniczkowego. Jednym z gltownych zagadnien jest pokazanie, jak zastapi¢ ten
model nowym, ktory moze by¢ badany za pomoca potgrupe operatoréow i jak badaé jego
asymptotyczne zachowanie. Podamy przyktad zastosowania do modelu wzrostu populacji
z katastrofami.

[1] K. Pichér, R. Rudnicki, Cell cycle length and long-time behaviour of an age-size model, Math. Methods Appl. Sci., 2022,
197(1), 125-144

[2] K. Pichér, R. Rudnicki, Asymptotic properties of a general model of immune status, STAM J. Appl. Math., 2023, 45,
5797-5820

[3] K. Pichér, R. Rudnicki, Long-time behaviour of a generalized semi-Markov model of population dynamics, oddana do
czasopisma,
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BIOLOGICZNE ZASTOSOWANIA LOSOWO PRZELACZAJACYCH SIE
ROWNAN EWOLUCYJNYCH

Andrzej Tomski
Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: andrzej.tomski@us.edu.pl

Wystapienie dotyczy¢ bedzie charakterystyki asymptotyki dhugoczasowej losowo prze-
laczajacych sie [1] ukladéw réwnan ewolucyjnych w przestrzeni L' [2] z przykladami
ostatnio badanych zastosowan w biomatematyce, w tym modelu przebiegu procesu oddy-
chania u owadéw [3] i jego modyfikacji.

[1] Davis M.H.A, Piecewise-deterministic Markov processes: a general class of non-diffusion stochastic models, J R Stat
Soc Ser B (Methodol) , 1984, 46(3):353-376

[2] Klimasara P, Mackey MC, Tomski A, Tyran-Kaminska M, Randomly switching evolution equations., Nonlinear Anal
Hybrid Syst , 2021, 39:100948

[3] Lawley S, Nijhout H.F, Reed M.C, Spiracular fluttering decouples oxygen uptake and water loss: a stochastic PDE model
of respiratory water loss in insects, J Math Biol, 2022, 84(6):40
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DWUSKALOWY CZASTECZKOWY STOCHASTYCZNY MODEL
REAKCJI-DYFUZJI

Radostaw Wieczorek
Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: radoslaw.wieczorek@us.edu.pl

Stochastyczne modele czasteczkowe sa czestym narzedziem badawczym w wielu dziedzi-
nach wspoétczesnej nauki, zwtaszcza biologii i chemii. Interesujacym zagadnieniem zaréwno
matematycznie, jak i z punktu widzenia zastosowan, jest zbieznos¢ takich proceséw przy
duzej liczbie czastek do réznych opiséw makroskopowych.

W referacie opowiem o indywidualnych modelach reakcji-dyfuzji, w ktorych wystepu-
ja dwa typy czasteczek: jedne sa na tyle liczne, ze mozna stosowac¢ do nich przyblizenie
makroskopowe, a drugie na tyle nieliczne, ze warto opisywac je modelem czasteczkowym.
Prowadzi to do modeli zwanych hybrydowymi, w ktorych stochastyczne modele czastecz-
kowe sprzezone sa z réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi. Przedstawie konstrukcje
takich modeli oraz pokaze rézne mozliwe przejécia graniczne pomiedzy tego typu mode-
lami.

[1] V. Capasso, R. Wieczorek, A hybrid stochastic model of retinal an- giogenesis, Mathematical Methods in the Applied
Science, 2020, 43, no. 18, 10578-10592.

[2] R. Wieczorek, Hydrodynamic limit of a stochastic model of proliferating cells with chemotaxis, Kinetic and Related
Models, 2023, 16, 373-393.

[3] R. Wieczorek, Multiscale reaction-diffusion stochastic particle models, in preparation, 2024.
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KLASY HOMOTOPII ODWZOROWAN PRZESTRZENI THOMA WIAZEK
WEKTOROWYCH

Agnieszka Bojanowska
Uniwersytet Warszawski
e-mail: aboj@mimuw.edu.pl

Jednym z podstawowych zagadnien topologii jest klasyfikacja odwzorowan miedzy
przestrzeniami z doktadnoscia do homotopii. Klasyczne twierdzenie Brouwera mowi, ze
klasa homotopii przeksztatcenia sfery w siebie jest wyznaczona przez jego stopien. Lew
Pontriagin uogélnit ten wynik podajac geometryczng interpretacje klas homotopii prze-
ksztatcen z dowolnej zwartej rozmaitosci bez brzegu w sfere wprowadzajac pojecie obra-
mowanego kobordyzmu podrozmaitosci. Podrozmaitos¢ jest obramowana, jezeli podana
jest trywializacja jej wiazki normalnej, zas obramowany kobordyzm jest geometrycznie
zdefiniowang relacja rownowaznos$ci obramowanych podrozmaitosci. Pontriagin wykazat
bijekcje miedzy klasami obramowanego kobordyzmu podrozmaito$ci danej rozmaitosci a
klasami homotopii odwzorowan tej rozmaitosci w sfere. Praca Pontriagina stata si¢ punk-
tem wyjscia dla prac Thoma, Atiyah, Brockera, tom Diecka i Quillena odkrywajacych
zwiazki miedzy geometria rozmaitosci a teoria homotopii. Jezeli popatrzymy na sfere S™
jako na przestrzeni Thoma n — wymiarowej wigzki nad punktem otrzymamy uogélnienie
wyniku Pontriagina. Dla dowolnej wigzki wektorowej p : E — B mozemy skonstruowac
jej przestrzen Thoma Th(FE), ktéra gdy B jest przestrzenia zwarta jest po prostu jedno-
punktowym uzwarceniem przestrzeni E. Niech teraz p : E — B bedzie wigzka wektorowa
nad kompleksem komorkowym. Brocker i Tom Dieck podali geometryczng interpretacje
punktowanych klas homotopii [S"* Th(FE)], w terminach kobordyzmu zwartych pod-
rozmaitoéci n — wymiarowych przestrzeni euklidesowej R"** 7z odpowiednio zdefiniowana
struktura na wiazce normalnej wyznaczong przez wiazke p : £ — B. Przedstawi¢ najda-
lej idace uogdlnienie tego twierdzenia zastepujac sfere S™* przestrzenia Thoma gtadkiej
wigzki p’ : E/ — Y nad rozmaitoscig Y. Zdefiniuje klasy kobordyzmu podrozmaitosci
wlasciwych rozmaitosci £’ ze strukturg na wigzce normalnej wyznaczong przez wigzke
p : E — B. Okazuje sie, ze te klasy kobordyzmu sa w bijekcji z punktowanymi klasami
homotopii [Th(E’), Th(E)].. Przedstawie wnioski, ktore wynikaja z powyzszego twierdze-
nia. Jest to wspoélna praca ze Stefanem Jackowskim.
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KLASYFIKACJA STRUKTUR ZESPOLONYCH NA NISKOWYMIAROWYCH
ALGEBRACH LIEGO I JEJ ZASTOSOWANIA.

Andrzej Czarnecki
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: andrzejczarneckiO1@gmail.com

W referacie przedstawie klasyfikacje catkowalnych struktur prawie zespolonych na rze-
czywistych algebrach Liego niskich wymiaréw. W potaczeniu z wynikami w pracy [1] ozna-
cza ona, ze problem uogolnienia struktur Sasakiego, rozumianych jako szczegdlne dziatanie
jednowymiarowej grupy R na rozmaitosci gltadkiej, na dziatania grup trojwymiarowych
redukuje sie kanonicznie z powrotem do przypadku dziatan jednowymiarowych. Pokaze,
ze nie dzieje sie tak w przypadku uogélnien na dziatania grup pigciowymiarowych.

[1] A. Czarnecki, M. Sroka, R. Wolak, On normality of f.pk-structures on g-manifolds, preprint, arXiv:1609.08601
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O KRZYWEJ LANCUCHOWEJ NAD OKREGIEM

Maciej Czarnecki
Uniwersytet L.odzki
e-mail: maciej.czarneckiQwmii.uni.lodz.pl

Uogolnimy klasyczny problem ksztattu linii utworzonej przez jednorodny swobodnie
zawieszony tancuch nad prosta na plaszczyznie do sytuacji, ktorej krzywa odniesienia
bedzie okrag.

Praca wspoélna z Rafaelem Lépezem Camino (Granada).
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KORESPONDENCJA WEZEL-KOLCZAN

Piotr Kucharski
Uniwersytet Warszawski, Instytut Matematyki
e-mail: piotr.kucharski@mimuw.edu.pl

W mojej prezentacji opowiem o zaskakujacej relacji, ktora taczy wielomiany HOMFLY-
PT z teorig reprezentacji kotczandéw symetrycznych i niezmiennikami Donaldsona-Thomasa,
bazujac na wskazowkach ptynacych z teorii strun.
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NIEROZWIAZALNE GRUPY BIEBERBACHA

Rafal Lutowski
Instytut Matematyki, Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski,
Wita Stwosza 57, 80-308 Gdansk

e-mail: rafal.lutowski@ug.edu.pl

Andrzej Szczepanski
Instytut Matematyki, Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski,
Wita Stwosza 57, 80-308 Gdansk
e-mail: andrzej.szczepanskiQug.edu.pl

Zamkniete rozmaitosci Riemanna z krzywizna sekcyjna roéwna zero (plaskie rozmaito-
Sci) sa przestrzeniami asferycznymi. Badanie ich grup podstawowych — grup Bieberbacha —
jest zatem doskonatym narzedziem badania ich samych. Z drugiej strony, grupy Bieberba-
cha sa obiektem zainteresowania réwniez z algebraicznego punktu widzenia. Referat bedzie
poswiecony zagadnieniu rozwigzalnosci grup Bieberbacha, ktore jest zwigzane z szerszym
zagadnieniem minimalnosci — w sensie dtugosci Hirscha — beztorsyjnych i rozwiazalnych
grup wirtualnie policyklicznych. W szczegdlnosci pokazemy, ze do wymiaru 15 nie istnieje
plaska rozmaitos¢, ktorej grupa podstawowa nie jest rozwiazalna.
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KLASYFIKACJA KLAS HOMOTOPII DYFFEOMORFIZMOW
MORSE’A-SMALE’A ZWARTYCH POWIERZCHNI

Waclaw Marzantowicz
Afiliacja

e-mail: marzan@amu.edu.pl

Opowiemy o ostatnio uzyskanych wynikach. Referat bedzie oparty na wspolnej pracy z
G. Graffem, b..P. Michalakiem i A. Myszkowskim.

Odwzorowanie f: M — M zwartej rozmaitosci M wyznacza ciag {l, = L(f™)}, liczb
Lefschetza ich iteracji. Rozpatrujemy ciag dualny {a,(f)}>>, dany poprzez formute od-
wracania Mobiusa. Zbior A(f) = {n : a,(f) # 0} nazywany jest zbiorem okreséow alge-
braicznych. Pokazujemy (rozwiazujac otwarty problem postawiony w literaturze), ze dla
kazdego skonczonego zbioru A C N liczb naturalnych istnieje zorientowana powierzchnia
Sg, lub odpowiednio nieorientowalna Vg, genusu g i dyffeomorfizm Morse’a-Smale’a f tej
powierzchni, taki, ze A(f) = A, co dla tej klasy odwzorowan implikuje istnienie punktow
o minimalnym okresie n € A, gdy n jest nieparzyste. Nasza metoda pozwala na bada-
nie klas homotopii dyffeomorfizméw Morse’a-Smale’a lub réwnowaznie klas odwzorowan,
ktére sa "algebraicznie skonczonego typu” wedtug klasyfikacji Nielsena-Thurstona. Daje
to oszacowanie liczby tych klas w zaleznosci od g, ktore jest wyktadnicze ze wzgledu na

g.

[1] G. Graff, W. Marzantowicz, L. P. Michalak, A. Myszkowski, Every finite set of natural numbers is realizable as the
algebraic periods of a Morse-Smale diffeomorphism, preprint,
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MINIMALNE TRIANGULACJE PRZESTRZENI O ZADANEJ GRUPIE
PODSTAWOWEJ

Yukasz Patryk Michalak
Institute of Mathematics, Physics and Mechanics, Ljubljana;
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
e-mail: lukasz.michalak@amu.edu.pl

W trakcie referatu opowiem o problemie okreslenia minimalnej liczby wierzchotkdw
potrzebnych do utworzenia kompleksu symplicjalnego o zadanej grupie podstawowe;j.
Przedstawie pewne wyniki asymptotyczne oraz oméwie sposob, w jaki mozna sklasyfi-
kowaé przy pomocy komputera grupy podstawowe komplekséw o matej liczbie wierzchot-
kow. Wsréd pojawiajacych si¢ ciekawych przyktadow mozna wymieni¢ grupy Baumslaga—
Solitara BS(n, k) oraz grupy weztéw torycznych. W szczegblnosci okazuje sie, ze typ po-
kryciowy (covering type) dopelnienia tréjlistnika jest rowny 8. Gléwna motywacja do
podjecia tych badan jest pytanie o minimalng triangulacje sfery Poincarégo.

Projekt jest realizowany wspoélnie z D. Goveem, W. Marzantowiczem i P. Pavesi¢em.
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NIEZNIKANIE KOHOMOLOGII GRUPY SL,,(Z)

Piotr Mizerka
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: pmizerka@impan.pl

Niedawno zostalo pokazane przez Badera i Sauera [1], ze H*(SL,(Z);7) = 0 dla
k < n — 2 oraz m bedacej ortogonalna reprezentacja bez niezerowych wektoréw niezmien-
niczych. W tym odczycie skupimy sie na opisaniu przeciwnego wyniku. Dla n = 3 oraz
n = 4 wskazemy konkretne ortogonalne reprezentacje m grupy SL,,(Z), ktére nie posiadaja
niezerowych wektor6w niezmienniczych, ale dla ktérych H" !(SL,(Z); ) # 0. Dowodzi
to, ze rezultat Badera i Sauera jest ostry dla tych przypadkdow.

W celu pokazania naszego wyniku, zastosujemy izomorfizm w stylu Poincaré pomiedzy
kohomologiami i homologiami grupowymi w dopehiajacych si¢ wymiarach i zredukujemy
problem do obliczania pewnych homologii SL,,(Z) pochodzacych z dekompozycji zadanej
przez komorki Voronoi’a. Okazuje sie, ze takie przeliczenie da sie przettumaczy¢ na wia-
snosci odpowiedniego Laplasjanu zadanego przez badang reprezentacje — jego singularnos$é
jest warunkiem wystarczajacym nieznikania (ko)homologii.

Jest to wspélny projekt z B. Briickiem (Universitdt Miinster), S. Hughesem i D. Kie-
lakiem (University of Oxford).

[1] U. Bader, R. Sauer, Higher Kazhdan property and unitary cohomology of arithmetic groups, preprint, ArXiv: 2308.06517
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LI1cZBA SKRZYZOWAN HOPFA 1 JEJ ZWIAZKI Z INNYMI NIEZMIENNIKAMI
SPLOTOW

Maciej Mroczkowski
Uniwersytet Gdanski
e-mail: maciej.mroczkowski@mat.ug.edu.pl

W [9] Turaev wprowadzil pojecie gleams, dzigki ktérym wezty czy sploty w S® moga by¢
zakodowane za pomocg zanurzonych krzywych w S?, z obszarami dekorowanymi przez
liczby catkowite. Blisko zwigzane pojecie diagramow strzatkowych zostato wprowadzone
w [4]. Oba pojecia opieraja si¢ na rzutowaniach splotéw w S3 na S? przez rzutowanie
Hopfa. Kilka prac z lat 90-tych ubiegtego wieku dotyczylo gleams [1,3].

Minimalna ilos¢ skrzyzowan dla danego splotu L przy takim rzutowaniu, nazywana
liczbg skrzyZowan Hopfa, lub h(L), jest niezmiennikiem ktérego definicja byla wspomniana
w [2]. Po 30 latach ten niezmiennik zostal na nowo rozwazony w [5,6,7,8].

W referacie przedstawimy zwiazki pomiedzy niezmiennikiem h oraz innymi niezmien-
nikami splotéw, takich jak torusowa liczba mostowa by, h-genus czy liczba 3-kolorowan.
Przedstawimy rézne wyniki dotyczace obliczania czy oszacowania h dla konkretnych we-
ztéw lub rodzin weztéw.

[1] U. Burri, For a fixed Turaev shadow Jones-Vassiliev invariants depend polynomially on the gleams, Comment. Math.
Helv., 1997, 72, 110-127

[2] T. Fiedler, Algebraic links and the Hopf Fibration, Topology, 1991, 30, 259-265

[3] M. N. Goussarov, Interdependent modifications of links and invariants of finite degree, Topology, 1998, 37, 3

[4] M. Mroczkowski, M. Dabkowski, KBSM of the product of a disk with two holes and S, Topology and its Applications,
2009,156, 1831-1849

[5] M. Mroczkowski, Knots with Hopf crossing number at most one, Osaka J. Math., 2020, 57(2), 279-304

[6] M. Mroczkowski, On some moves on links and the Hopf crossing number, Mediterr. J. Math., 2021, 18, 7

[7] M. Mroczkowski, On two crossing numbers of algebraic knots under Hopf fibration, Topology and its Applications, 2022,
108084

[8] M. Mroczkowski, Infinitely many roots of unity are zeros of some Jones polynomials, Geom. Dedicata, 2022, no. 4, Paper
No. 43

[9] V. G. Turaev, Shadow links and face models of statistical mechanics, J. Differential Geom., 1992, 36, 1, 35-74
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TWIERDZENIA LOKALIZACYJNE DLA HOMOLOGII
KHOVANOVA-ROZANSKYEGO

Wojciech Politarczyk
MIMUW

e-mail: wpolitarczyk@mimuw.edu.pl

Niech L bedzie m-periodycznym splotem w R? lub w pelnym torusie, tj. L jest nie-
zmienniczy ze wzgledu na pewien obrot stopnia n zewnetrznej rozmaitosci. Dla takich splo-

téw mozna zdefiniowaé Z /n-ekwiwariantna wersje gl(V)-kohomologii Khovanova-Rozansky’ego

(w skrécie kohomologii KhR), dla N > 2. Ekwiwariantne kohomologie KhR sa algebra-
icznym odpowiednikiem kohomologii Borela — jednego z podstawowych narzedzi ekwiwa-
riantnej topologii algebraicznej.

W klasycznym przypadku zachodzi twierdzenie lokalizacyjne Quillena dla kohomolo-
gii Borela, ktoére opisuje bardzo ciekawe zwigzki pomiedzy kohomologiami przestrzeni z
dziataniem grupy cyklicznej rzedu pierwszego a przestrzenia punktéw statych. W szcze-
golnosci, klasyczne nieréwnoséci Smitha pomiedzy wymiarami kohomologii przestrzeni z
symetriami a przestrzenia punktéw statych wynikajg z twierdzenia lokalizacyjnego.

W przypadku splotéw z symetriami naturalnym wydaje si¢ pytanie, czy zachodzi jakis
odpowiednik twierdzenia lokalizacyjnego Quillena dla ekwiwariantnej wersji kohomologii
KhR. Wiadomo [1], [2], ze dla N = 2, tj, w przypadku kohomologii Khovanova, zachodzi
odpowiednik twierdzenia lokalizacyjnego, ktéry poréwnuje kohomologie splotu periodycz-
nego z kohomologiami splotu ilorazowego.

Celem referatu bedzie przedstawienie gtéwnych idei dowodu twierdzenia lokalizacyj-
nego dla gl(N)-kohomologii KhR, dla dowolnego N > 2.

Wyniki oméwione w referacie sa rezultatami uzyskanymi we wspotpracy z Krzysztofem
Putyra z Uniwersytetu w Zurychu.

[1] M. Borodzik, W. Politarczyk, M. Silvero, Khovanov homotopy type, periodic links and localizations, Mathematische
Annalen, 2021, 380, 1233-1309
[2] M. Stoffregen, M. Zhang, Localization in Khovanov homology, preprint, arXiv:1810.04769
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40 LAT WIELOMANU HOMFLYPT

Joézef H. Przytycki
George Washington University
e-mail: przytyck@gwu.edu

W lipcu 1984 roku bratem udzial w konferencji w Durham, a nawet wygtositem krot-
ki odezyt “W poszukiwaniu rozmaitosci hiperbolicznej o najmniejszej objetosci”. Na tej
konferencji Hugh Morton, czotowy teorioweztowiec tamtego okresu, popularyzowat list
otwary, jaki 30 maja wystal Vaughan Jones do Joan Birman, opisujac swéj nowy, wielo-
mianowy niezmiennik splotéw otrzymany poprzez slad pewnych algebr Von Neumanna.
Na wyktadzie opowiem o drodze, jaka przeszedtem wspoélnie z Pawlem Traczykiem, od
tego listu Jonesa do wielomianu HOMFLYPT, uogélniajacego zaréwno wielomian Jonesa
jak i starszy od niego wielomian Alexandera. Zakoncze krotkim oméwieniem ogdlnej teorii
skein modultéw (z kwietnia 1987 roku), ktére sa naturalnym uogdlnieniem (do dowolne;
rozmaitosci 3-wymiarowej) niezmiennikéw splotow w sferze 3-wymiarowej.

[1] Jézef H. Przytycki, Pawel Traczyk, Invariants of links of Conway type, Kobe J. Math, 1987, 4, 115-139

[2] J. Smith, Some preprint title, preprint, ArXiv:2301:012345

[3] Jézef H. Przytycki, Rhea Palak Bakshi, Dionne Ibarra, Gabriel Montoya-Vega, Deborah Weeks, Lectures in Knot Theory;
An Exploration of Contemporary Topics, Springer Universitext, 2024
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CIAG SPEKTRALNY DLA REGULARNYCH IZOMETRYCZNYCH DZIALAN
GRruUP LIEGO

Pawel Razny
Uniwersytet Jagiellonski, Instytut Matematyki,
ul. prof. Stanistawa f.ojasiewicza 6, 30-348, Krakow.
e-mail: pawel.razny@uj.edu.pl

Podczas referatu oméwimy nowe wyniki odnosnie ciggu spektralnego dla izometrycz-
nych dziatan grup Liego stanowiace dalsze uogodlnienia i zastosowania ciggu spektral-
nego przedstawionego w [1]. Wéréd nich zaprezentujemy czesciowe wyniki dla dziatan
regularnych (tzn. o stalym wymiarze orbit) pozwalajace nam w pewnych szczegélnych
przypadkach przedstawi¢ jego druga strone jako iloczyn tensorowy kohomologii bazowych
i odpowiednich kohomologii wynikajacych z relatywnego kompleksu pary algebr Liego
(analogicznie jak w przypadku ciagu spektralnego Serre’a). Réwniez przez analogie z cia-
giem spektralnym Serre’a przedstawimy zastosowanie tego ciagu w celu uzyskania analogu
dtugiego ciagu doktadnego Gysina przedstawionego w [2]. Na koniec oméwimy mozliwosé
zastosowania rzeczywistych rozdmuchan w celu poszerzenia tych wynikow na przypadek
nieregularny. Pozwoli nam to tez zastosowa¢ nasz ciag spektralny do wyliczania ilosci
punktow statych odpowiednich dziatan grup Liego.

[1] P. Razny, A Spectral Sequence for Locally Free Isometric Lie Group Actions., Transformation Groups, https://doi.org/10.1007/s00031-
024-09855-2.

[2] J.I. Royo Prieto, M. Saralegui-Aranguren, The Gysin sequence for S3-actions on manifolds., Publ. Math-Debrecen, 2013,

83(3), 275-2809.
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WEZLY, KOLCZANY I KOMBINATORYKA SCIEZEK

Piotr Sulkowski
Faculty of Physics, University of Warsaw
e-mail: psulkows@fuw.edu.pl

Teoria strun przewiduje intrygujace zwigzki pomiedzy teorig weztdow oraz teorig repre-
zentacji kotczanéw, okreslane jako korespondencja weztowo-kotczanowa [1]. W niniejszym
referacie przedstawie jak ta korespondencja zwigzana jest z jeszcze innym kierunkiem
badawczym, mianowicie kombinatoryka Sciezek [2,3]. W szczegdlnosei wyjasnie, jak kolo-
rowe wielomiany HOMFLY-PT dla weztéw torycznych mozna wyrazi¢ poprzez zliczanie
uogdblnionych $ciezek Schrodera. Intrygujace zwiazki miedzy weztami, kotczanami oraz
kombinatoryka Sciezek sugeruja istnienie gtebszej perspektywy, ktorg zwiezle nakresle.

[1] Piotr Kucharski, Markus Reineke, Marko Stosic, Piotr Sutkowski, Knots-quivers correspondence, Adv. Theor. Math.
Phys. , 23, 7 (2019) 1849-1902

[2] Milosz Panfil, Marko Stosic, Piotr Sutkowski, Donaldson-Thomas invariants, torus knots, and lattice paths, Phys. Rev.
D, 98 (2018) 026022

[3] Marko Stosic, Piotr Sutkowski, Torus knots and generalized Schroder paths, preprint, ArXiv:2405.10161
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SFERY BEZ DZIALAN GLADKICH Z DOKLADNIE JEDNYM PUNKTEM
STALYM

Kamil Smietaniak
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
e-mail: kamil.smietaniak@amu.edu.pl

Dla grupy skonczonej G nastepujace trzy warunki sg rownowazne:

1. nie istnieje cigg grup postaci P < H < G, taki ze P jest p-grupa, taka ze H/P jest
grupa cykliczna, a H jest podgrupa normalng taka, ze G/H jest g-grupa,

2. istnieje gladkie, efektywne dziatanie grupy G na dysku D™ bez punktéw statych,

3. istnieje gladkie, efektywne dziatanie grupy G na sferze S* z doktadnie jednym punk-
tem statym,

gdzie m oraz k nie koniecznie sg rowne. Jesli istnieje dziatanie gtadkie grupy G na sferze
z dokltadnie jednym punktem statym to korzystajac z tak zwanego Slice Theorem otrzy-
mujemy gtadkie dziatanie na dysku o tym samym wymiarze, ktére jest dodatkowo liniowe
na brzegu. Majac natomiast gladkie dziatanie na dysku bez punktéw stalych, mozemy
skonstruowa¢ dziatanie na sferze o tym samym wymiarze z doktadnie jednym punktem
stalym poprzez Sciagniecie brzegu do punktu, ktore jednak nie musi by¢ gtadkie. Co wig-
cej, gdy dla grupy G mamy gtadkie, efektywne dziatanie bez punktow statych na dysku o
wymiarze n, to dla dowolnego dodatniego k otrzymamy rowniez takie dziatanie na dysku
n + k wymiarowym poprzez iloczyn kartezjanski dysku n wymiarowego z zadanym dzia-
taniem oraz dowolnego dysku w k wymiarowej G-reprezentacji. W przypadku dziatan na
sferach E. Stein [5] skonstruowat gtadkie dziatanie grupy SL(2,5) na sferze 7-wymiarowej
z jednym punktem stalym, natomiast A. Borowiecka [1], wykazala, ze nie istnieje takie
dziatanie na sferze 8-wymiarowe;.

Przedstawione zostang metody pozwalajace na wyznaczenie wszystkich wartosci n ta-
kich, ze S™ posiada gladkie, efektywne dzialanie G, z doktadnie jednym punktem statym,
gdzie G nalezy do pewnej rodziny grup, bedacych rozszerzeniami grupy As[2,3]. Uzyte
techniki mozna podzieli¢ na dwie kategorie: konstrukcja danych dziatan w danych wymia-
rach, oraz wykluczanie takich dziatan. W pierwszym przypadku podany zostanie warunek
wystarczajacy na istnienie G-dziatania w terminach G-reprezentacji, dla ustalonej grupy
G. Dla wykluczania dzialan nalezy rozpatrzy¢ wszystkie G-reprezentacje o zadanym wy-
miarze i pokazac, ze nie istnieje taka G-reprezentacja, ktora mogtaby wystapi¢ jako repre-
zentacja w przestrzeni stycznej do punktu statego. W tym celu uzywane sa rézne techniki,
oparte na wynikach uzyskanych miedzy innymi w [4], ktére zostana zaprezentowane.

[1] A. Borowiecka, SL(2,5) has no smooth effective one-fized-point action on S®, Bull. Polish Acad. Sci. Math. , 2016, 64,
85-94

[2] M. Morimoto, Construction of one-fized-point actions on spheres of nonsolvable groups II, J. Math. Soc. Japan, Article
in Press , 2023,https://www.mathsoc.jp/publication/JMSJ/inpress.html

[8] M. Morimoto, K. Smietaniak, Construction of one-fized-point actions on spheres of nonsolvable groups III, preprint,
2024

[4] P. Mizerka, Exclusions of smooth actions on spheres of the non-split extension of Ca by SL(2,5), Osaka J. Math., 2023,
60, 1-14

[5] E. Stein, Surgery on products with finite fundamental group, Topology , 1977, 16, 473-493
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NIESCIAGALNA PRZESTRZEN, KTORA JEST WSTEPUJACA SUMA
SCIAGALNYCH OTWARTYCH PODPRZESTRZENI

Andreas Zastrow
Uniwersytet Gdanski
e-mail: andreas.zastrow@ug.edu.edu

Pytanie, czy taka przestrzen z normalng topologia istnieje, byto zadawane w 2016
r. w pracy Ancela i Edwardsa [2]. Zostalo przestane do autora przez Umeda Karimova,
ktory jednoczesnie rozszerzal to pytanie na przestrzenie z dowolng topologia. Referat
topologie.

Przestrzenie topologiczne z (lokalnie) skoniczona tylko-T, topologia staly sie obecnie
tez dyskutowane pod hastem “topologia asymetryczna”. Sa one znane co najmniej od pu-
blikacji Alexandroffa z lat trzydziestych ([1]). Zwykle podejscie do takich przestrzeni jest
albo z punktu widzenia Alexandroffa (tzn., przez relacje tych topologii z czesciowo upo-
rzadkowanych zbioréw), lub skladaja sie z innych abstrakcyjnych metod poréwnywania
kategorii. Wyglada na to, ze pierwsza praca, ktora dotaczyta metody badan z geometrycz-
nej topologii do badania takich przestrzeni, byta praca Brazasa i Matosa z 2019 roku ([3]),
w ktorej skonstruowano lokalnie przeliczalng tylko-T( przestrzen, ktéra nasladuje cechy
Przestrzeni Kolezykow (ktora od okoto 40 lat byta nazywana “Kolczykéw Hawaijskich”).
Referat bedzie korzystal z idei pochodzacych z topologii geometrycznej, razem z cechami,
ktore tylko lokalnie skonczone przestrzenie moga posiadac, aby pokazac¢, ze przestrzen z
wlasnos$ciami jak opisane w tytule moze by¢ skonstruowana.

[1] P. Alexandroff, Diskrete Rdume, Rec. Math. [Mat. Sbornik] N.S., 1937, 2(44) no.3, 501-519

[2] F. D. Ancel, R. D. Edawards, Is a monotone union of contractible open sets contractible?, Topology Appl., 2016, 214,
89-93

[3] J. Brazas, L. Matos, A countable space with an uncountable fundamental group, Involve, 2019, 12 no.3, 381-394



Matematyczne zagadnienia we

wspoOlczesnej analizie danych

ORGANIZATORZY:
MALGORZATA BOGDAN (UWR)



Ksigzka streszczen 9. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH

REDUKCJA WYMIARU MODELI PROBABILISTYCZNYCH ZA POMOCA
TECHNIK REGULARYZACYJNYCH

Malgorzata Bogdan
Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wroctawski
e-mail: malgorzata.bogdan@uwr.edu.pl

Omoéwimy problem dopasowania modelu statystycznego do danych ktérych wymiar
jest poréwnywalny lub wiekszy niz liczba obserwacji. W tej sytuacji czesto stosuje sie
techniki regularyzacyjne, ktére stabilizuja wtasnosci dopasowywanych modeli. W przy-
padku gdy funkcje regularyzacyjne sg nierdézniczkowalne, techniki te w naturalny sposob
redukuja wymiar dopasowywanych modeli. W czasie wyktadu wyjasnimy zasade dziatania
takich technik i zaprezentujemy szereg wynikow teoretycznych i empirycznych, ilustruja-
cych wlasnosci uzyskanych w ten sposéb estymatorow.
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FAKTOW JEST MNIEJ NIZ SEOW:
PRAWA POTEGOWE DLA PROCESOW STACJONARNYCH

Yukasz Debowski
Instytut Podstaw Informatyki PAN
e-mail: 1debowsk@ipipan.waw.pl

W eksperymentach obliczeniowych w statystycznym modelowaniu jezyka naturalnego
obserwuje sie wielkoskalowe ogony potegowe krzywych uczenia [5, 7, 8, 9]. Réznica mie-
dzy intensywnosciag entropii krzyzowej modelu statystycznego a intensywno$cia entropii
jezyka maleje jak potega ilosci danych uczacych. Obserwacja ta jest réwnowazna wzro-
stowi potegowemu informacji wzajemnej miedzy rosngcymi blokami tekstu — pierwsza
wzmianka tej prawidlowosci pochodzi z pracy [6], por. [1]. Wzrost potegowy wystepuje w
przypadku jezykow tak réznorodnych jak angielski, francuski, rosyjski, chinski, koreanski
i japonski. Co wiecej, obserwuje si¢ niezalezna od jezyka wartos¢ wyktadnika: informacja
wzajemna miedzy dwoma blokami dtugosci n jest proporcjonalna do n®® [8, 9].

Anonsujemy matematyczng teorie tego zjawiska, ktorg rozwijamy od pewnego czasu.
Wigkszos¢ wynikéw badan podsumowaliémy w monografii [3] 1 artykutach [2, 4]. Central-
nym elementem teorii krzywych uczenia o zaniku potegowym jest twierdzenie postaci:

Liczba niezaleznych faktow opisanych w skonczonym tekScie jest w przyblizeniu
mniejsza niz liczba roznych stow uzytych w tym tekscie.

Tego rodzaju stwierdzenie nazywamy twierdzeniem o faktach i stowach. Twierdzenie o
faktach i stowach jest wynikiem, ktory dotyczy dowolnego dyskretnego procesu stacjonar-
nego i wigze dekompozycje ergodyczng z semantyka i statystyka.

Wynik ten wydaje sie paradoksalny, gdyz mozna by sadzi¢, ze taczac stowa, daje sie
wyrazi¢ znaczaco wiecej niezaleznych faktow. Twierdzenie to jednak tatwo jest udowodnic,
przyjmujac dos¢ naturalne definicje faktow i stow. Idee sg nastepujace:

Preliminaria: Rozpatrujemy dyskretny proces stacjonarny (X;);ez. Bloki zmiennych
losowych oznaczamy XJ’-" = (X, Xji1, ..., Xi). Entropia Shannona zmiennej dyskretnej
X to H(X) := E [ log P(X)], gdzie EY to warto$¢ oczekiwana Y. Istnieje granica na-
zywana intensywnos$ciq entropii h := nllirolo H(X7)/n. Efekty potegowe opisuje wyktadnik

1
Hilberga hilb S(n) := llim sup log S(n)

] . Na przyktad wyktadnik redundancyi to
n—00 IOgTL +

8= hilb [H(X}) — hn). 1)
Warunek 3 > 0 nazywamy prawem Hilberga, na cze$é¢ autora pracy [6].

Fakty i wykladnik redundancji: Proces stacjonarny (X;);cz o bezatomowym o-
ciele niezmienniczym nazywamy mocno nieergodycznym. W tym przypadku, niech (Zj)xen
bedzie procesem Bernoulli(%) mierzalnym wzgledem tego o-ciata niezmienniczego. Zmien-
ne Zj nazywamy faktami, bo nie zaleza od czasu. Mowimy, ze skonczony tekst x opisuje

poczatkowych faktéw wedtug funkcji g, jezeli [4+1 = Uy(2}) := min{k € N : g(k, 2}) # Z;}.

Dla mocno nieergodycznego procesu (X;);ez i dowolnej funkceji g, zachodzi dolne ograni-
czenie wyktadnika redundancji przez liczbe opisanych faktéw

hilb EU,(X7) < 6. (2)
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Proces Santa Fe: Pojecie faktow warto zilustrowaé prostym przyktadem mocno nie-
ergodycznego procesu nazwanego procesem Santa Fe [2]. Niech (Kj;);cz bedzie procesem
IID o wartosciach w liczbach naturalnych i rozkladzie Zipfa P(K; = k) ~ k™%, gdzie
o > 1. Niech proces (Zg)ren bedzie Bernoulli(3). Proces Santa Fe (X;)iez to ciag par

Xi = (Ki, Zr,). (3)

Proces Santa Fe jest uproszczonym modelem tekstu, ktory sktada sie z losowych stwierdzen
postaci ,k-ty fakt ma wartos¢ Z,”. Stwierdzenia te sa niesprzeczne. To znaczy, jezeli
stwierdzenia X; oraz X; opisuja ten sam fakt (K; = K), to przypisuja mu t¢ sama wartosé
(Zk, = Zk;). Ktadac g(k,27) := z, jedli (k,z) € 27 i (k,1 — 2) & o7, oraz g(k,27) := 2
dla innych (k,27), otrzymujemy prawo potegowe hilb E Uy(X7) =1/a € (0,1).

Stowa i informacja wzajemna: Rozpatrujemy procesy stacjonarne (X;);ez nad al-
fabetem D-arnym. Maksimum wiarogodnosci (ML) w klasie proceséw Markowa to

P(kat) = max [ Quileish), Qi) >0, SQwlih=1 @

i—k+1
Rozwazamy tez liczbe podstow V (k|zt) := # {:csz 0<i<n— k} Penalizowane mak-
P (|} 1 1
simum wiarogodnosci (PML) to P(x7) := w, max W, gdzie wy := R
oraz log Z(k|z7) = klog D + DV (k|z7)(logn + 6). Poniewaz 32,,>0 Y on P(27) < 1, za-
chodzi E K(X7) > H(X7) dla entropii PML K(u) := —logP(u). Mamy tez mocng i

staba uniwersalnosc, nhrglo K(X7)/n = h pnp. i w L. Stad wyktadnik redundancji jest
ograniczony przez informacje wzajemng PML J(u,v) := K(u) + K(v) — K(u,v) jako

8 < hilb [BK(X}) — hn] = hilb B J(X7; X21,). (5)

Statystyka M (z) := min {k > 0: P(k|a7) > ]P(:c’f)} jest zgodnym i asymptotycznie nie-
obcigzonym estymatorem rzedu Markowa. Mamy nhrgO M(X}) = M pnp. i w L, gdzie
M := inf {k‘ >0: H(X;| X7} = h} oraz H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y). Poniewaz zacho-
dzi nieréwno$é M (x})K (x]) < nlogn, zachodzi tez ograniczenie
log D

nwoe~| (6)
K(XT)

gdzie liczba podstow Markowa jest zdefiniowana jako V(z7) := V(M (z})|z}). Potegowy

wzrost statystyki V(z7) ~ n®® obserwuje si¢ dla jezyka naturalnego.
baczac nieréwnosci (7?), (7?) i (??7), otrzymujemy twierdzenie o faktach i stowach.

n—oo

hilb E J(X1; X3) < hilb E [DV(X?) +

[1] J. P. Crutchfield and D. P. Feldman, Regularities unseen, randomness observed: The entropy convergence hierarchy,
Chaos, 15, 25-54, 2003

[2] L. Debowski, On the vocabulary of grammar-based codes and the logical consistency of texts, IEEE Transactions on
Information Theory, 57, 4589-4599, 2011

[3] L. Debowski, Information Theory Meets Power Laws: Stochastic Processes and Language Models, Wiley & Sons, 2021
[4] L. Debowski, A refutation of finite-state language models through Zipf’s law for factual knowledge, Entropy, 23, 1148,
2021

[5] J. Hestness, S. Narang, N. Ardalani, G. Diamos, H. Jun, H. Kianinejad, M. Patwary, M. Ali, Y. Yang, and Y. Zhou,
Deep learning scaling is predictable, empirically, preprint, https://arxiv.org/abs/1712.00409, 2017

[6] W. Hilberg, Der bekannte Grenzwert der redundanzfreien Information in Texten — eine Fehlinterpretation der Shan-
nonschen Experimente?, Frequenz, 44, 243—-248, 1990

[7] J. Kaplan, S. McCandlish, T. Henighan, T. B. Brown, B. Chess, R. Child, S. Gray, A. Radford, J. Wu, and D. Amodei,
Scaling laws for neural language models, preprint, https://arxiv.org/abs/2001.08361, 2020

[8] R. Takahira, K. Tanaka-Ishii, and L. Debowski, Entropy rate estimates for natural language—a new extrapolation of
compressed large-scale corpora, Entropy, 18, 364, 2016

[9] K. Tanaka-Ishii, Statistical Universals of Language: Mathematical Chance vs. Human Choice, Springer, 2021
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TOPOLOGICZNE METODY WIZUALIZACJI DANYCH

Pawetl Dtlotko
Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych
e-mail: pdlotko@gmail.com

Jedng z czesto pomijanych, lecz niezwykle waznych metod w statystyce jest wizualizacja
danych. Juz w latach 70 obserwacje Anscombe’a [1] pokazaly, ze opieranie si¢ wylacznie na
wartosciach statystyk opisowych moze prowadzi¢ do btednych wnioskéw dotyczacych ana-
lizowanych danych. W jego przyktadzie, cztery zbiory danych o tych samych wartosciach
statystyk opisowych maja bardzo rézne rozktady. Wniosek z tej pracy jest jasny: zawsze
nalezy wykona¢ wykres danych. Jednakze, nie jest to bezposrednio mozliwe w przypadku
danych wysokowymiarowych. W tym referacie przedstawie kilka inspirowanych topologia
metod wizualizacji takich danych. Zaczne od klasycznych algorytméw Mapper i Ball Map-
per, a nastepnie oméwie kilka nowych pomystéw. Sa one réwniez opisane w pracach [2]
oraz [3].

[1] F. J. Anscombe, Graphs in statistical analysis, The American Statistician, 27(1), 17-21, 1973
[2] P. Dlotko, Obrazy funkcji w praktyce, ACADEMIA. Magazyn Polskiej Akademii Nauk, No 4 (72) Obrazy, http:
//journals.pan.pl/Content/125751/PDF/66-69_Dlotko_pol.pdf

[3] P. Diotko, On the shape that matters — topology and geometry in data science, EMS MAG132PP. 5-13, https:
//euromathsoc.org/magazine/articles/190
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OPTYMALNA DLUGOSC BLOKU BOOTSTRAPOWEGO W PRZYPADKU
OKRESOWO SKORELOWANYCH SZEREGOW CZASOWYCH

Anna Dudek
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie
e-mail: aedudek@agh.edu.pl

Omoéwimy problem wyboru optymalnej dlugosci bloku w przypadku okresowo skore-
lowanych proceséw dla dwdch blokowych metod bootstrap: Uogélnionej Metody Blokéw
Sezonowych i Rozszerzonej Metody Blokéw Ruchomych. Rozwazymy dwa problemy esty-
macji: warto$¢ oczekiwang oraz $rednie sezonowe. W obu przypadkach optymalna dtugosé
bloku jest uzyskiwana poprzez minimalizacje btedu sredniokwadratowego odpowiedniego
estymatora wariancji bootstrapowej i we wszystkich przypadkach jest ona proporcjonalna
do pierwiastka szesciennego z dtugosci proby. Na koniec przedstawimy wyniki przeprowa-
dzonych symulacji, w ktorych obliczono optymalne dltugosci blokéw dla kilku okresowo
skorelowanych szeregéw czasowych oraz rzeczywiste prawdopodobienstwa pokrycia boot-
strapowych przedzialéw ufnosci dla rozwazanych parametréow.

[1] P. Bertail, A.E. Dudek , Optimal choice of bootstrap block length for periodically correlated time series, Bernoulli, 2024,
30(3), 2521-2545
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ALGORYTMY MCMC OPARTE O ROWNANIE LANGEVINA BEZ
LIPSCHITZOWSKIEJ CIAGLOSCI GRADIENTU POTENCJALU

Matej Benko
Brno University of Technology
e-mail: matej.benko@vutbr.cz

Iwona Chlebicka
Uniwersytet Warszawski
e-mail: i.chlebicka@mimuw.edu.pl

Jdrgen Endal
Norwegian University of Science and Technology
e-mail: jorgen.endal@ntnu.no

Btlazej Miasojedow
Uniwersytet Warszawski
e-mail: b.miasojedow@mimuw.edu.pl

Jednym z podstawowych probleméw w uczeniu maszynowym i w statystyce obliczeniowe;j
jest generowanie zmiennych losowych z zadanego rozktadu z gestoscia znang z doktadno-
Scig do statej normujacej. W sytuacji gdy dla pewnego potencjatu V', gestosé jest postaci

o(x) oc exp(=V(x))

to algorytm generowania mozna skonstruowaé¢ w oparciu o dyskretyzacje procesu dyfuzji
zadanego przez rownania Langevina postaci

dX, = —VV(X,)dt + v/2dB;

dla ktorego o jest rozktadem stacjonarnym. Problem przy zalozeniu, ze VV jest funkcja
lipschitzowska jest dobrze zbadany. W referacie skupimy sie na sytuacji gdy to zatozenie
nie jest spelione. Przedstawimy wyniki o zbieznosci zmodyfikowanej wersji algorytmu
Langevin Monte Carlo.
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ZASTOSOWANIE METOD TOPOLOGICZNYCH W STATYSTYCE
MATEMATYCZNEJ NA PRZYKEADZIE WIELOWYMIAROWYCH TESTOW
ZGODNOSCI

Rafal Topolnicki
Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych, Instytut Matematyczny PAN
e-mail: rafal.topolnicki@impan.pl

Niklas Hellmer
Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych, Instytut Matematyczny PAN
e-mail: nhellmer@impan.pl

Pawel Dtlotko
Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych, Instytut Matematyczny PAN
e-mail: pdlotko@gmail.com

Yukasz Stettner
Instytut Matematyczny PAN
e-mail: 1.stettner@impan.pl

W referacie przedstawiona zostanie nowa konstrukcja wielowymiarowych testow zgod-
noséci w problemach jednej (one-sample) i dwéch préb (two-sample) wykorzystujaca me-
tody topologicznej analizy danych (TDA) [1, 2]. W problemie one-sample celem jest
sprawdzenie czy dana proba statystyczna pochodzi z zatozonego wielowymiarowego roz-
ktadu prawdopodobienstwa, w problemie two-sample dysponujemy dwiema probami a
hipoteza zerowa jest, ze pochodzg one z tego samego rozktadu prawdopodobienstwa. W
pierwszym przypadku dla danych jednowymiarowych szeroko stosowane sa m. in. testy
Kolmogorowa-Smirnowa, Andersona-Darlinga czy Cramera-von Misesa podczas gdy dla
dwoch prob zastosowanie znajduja testy np. chi-kwadrat czy permutacyjne. Metody te
jednak albo nie uogolniaja sie na wyzsze wymiary albo ze wzgledu na olbrzymia ztozo-
no$¢ obliczeniowa ich praktycznie zastosowanie nie jest mozliwe. Dodatkowo dla danych
wyzej wymiarowych ich skutecznos¢ drastycznie maleje, szczegolnie dla prob o matych
licznosciach. Narzedzia topologii, ktore coraz czesciej znajduja zastosowanie w statystycz-
ne, analizie danych i uczeniu maszynowym, zastosowane do konstrukcji testow zgodnosci
pozwolity na pokonanie tych ograniczen. Oméwione w referacie TopoTesty [2, 3] stanowia
rodzine statystycznych testow zgodnosci, dziatajacych na zasadzie poréwnania topologicz-
nych sygnatur danych niezaleznych od wymiaru. Asymptotyczne wtasnosci rozwazanych
testow zostaly pokazane z zachowaniem rygoru matematycznego a efektywnos$é dla prob o
skonczonym rozmiarze zostata sprawdzona numerycznie w wielkoskalowych symulacjach
Monte Carlo. Pokazano w nich, ze opracowane przez nas podejscie przewyzsza skuteczno-
Scig metody stosowane do tej pory w statystyce. Kod rozwijanej biblioteki dostepny jest
publicznie w postaci pakietu topotest w jezyku Python.

[1] F. Chazal, B. Michel, An Introduction to Topological Data Analysis: Fundamental and Practical Aspects for Data Scien-
tists, Frontiers in Artificial Intelligence, 2021, 4

[2] P. Dlotko, N. Hellmer, L. Stettner, R. Topolnicki, Topology-driven goodness-of-fit tests in arbitrary dimensions, Stati-
stics and Computing, 2024, 34

[3] T. Fleckenstein, N. Hellmer, When Do Two Distributions Yield the Same Expected Euler Characteristic Curve in the
Thermodynamic Limit?, preprint, ArXiv:2401.04580
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NIELOKALNE ZAGADNIENIA BRZEGOWE

Krzysztof Bogdan
Politechnika Wroctawska
e-mail: krzysztof .bogdan@pwr.edu.pl

Procesy Markowa moga stuzy¢ do opisu zjawisk ewolucyjnych, takich jak przenoszenie si¢

ciepta czy rozprzestrzenianie si¢ populacji w danym obszarze. Takie ‘przemieszczanie si¢’
moze zachodzi¢ w sposéb ciggly lub poprzez ‘skoki’ a jego efekty statystyczne opisane sg
za pomocy czastkowych réwnan parabolicznych i eliptycznych. Warunki typu Dirichleta
w takich réwnaniach zwiazane sa z ‘pochtanianiem’ lub ‘emitowaniem’ czasteczek na/z
zewnatrz obszaru. Trudniejsze i bardziej zréznicowane warunki Neumanna, zwigzane z
‘odbijaniem si¢’ czasteczek, sa przedmiotem waznych aktualnych badan, do ktérych bar-
dzo chcialbym zaprosi¢, bo sa intuicyjnie zrozumiate i ciggle jeszcze w poczatkowej fazie
rozwoju. Dla ilustracji porozmawiamy o skokowych procesach Markowa i nielokalnych
warunkach brzegowych z prac [1] i [2].

[1] K. Bogdan, T. Grzywny, K. Pietruska-Paluba, A. Rutkowski, Extension and trace for nonlocal operators, J. Math. Pures
Appl. (9), 2020, 137, 33-69
[2] K. Bogdan, M. Kunze, The fractional Laplacian with reflections, Potential Anal, 2023+
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PROCESY LEVY’EGO W OBSZARACH OGRANICZONYCH: NIELOKALNE
WARUNKI BRZEGOWE W JEZYKU TRAJEKTORIL.

Piotr Garbaczewski
Instytut Fizyki, Uniwersytet Opolski
e-mail: pgar@uni.opole.pl

Przedstawie podstawowe wyniki pracy [1], gdzie podjeto wspierana numerycznie ana-
lize nierownowaznych scenariuszy odbicia od barier dla rodziny a-stabilnych proceséw
Lévy’ego, ktorych dynamika jest ograniczona do interwatu na prostej rzeczywistej. Dla
roznych ”"mechanizméw” odbicia, odpowiadajgce im procesy losowe maja odmienne cha-
rakterystyki spektralne i statystyczne, jak np. tempo relaksacji do stanu réwnowagi, czy
funkcyjny ksztalt asymptotycznych gestoéci prawdopodobienstwa. Réznicowanie dotyczy
tez analitycznych form nielokalnych warunkéw brzegowych typu Neumanna.

[1] P. Garbaczewski, M. Zaba, Lévy processes in bounded domains: Path-wise reflection scenarios and signatures of confi-
nement, J. Phys. A: Math. Theor., 2022, 55, 305005

[2] P. Garbaczewski, V. A. Stephanovich, Fractional Laplacians in bounded domains: Killed, reflected, censored, and taboo
Lévy flights, Phys. Rev. E, 2019, 99, 042126

[3] K. Bogdan, M. Kunze, The fractional Laplacian with reflections, Potential Analysis, 2023, https://doi.org/10.1007/s11118-

023-10111-7
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NIELOKALNY OBWOD I KRZYWIZNA

Tomasz Grzywny
Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskiej
e-mail: tomasz.grzywny@pwr.edu.pl

Podczas referatu zostanie oméwione pojecie nielokalnego obwodu, ktory jest zdefi-
niowany przez dowolng dodatnia miar¢ borelowska na R?, ktéra calkuje funkcje 1 A |x].
Taka definicja nielokalnego obwodu obejmuje szeroki wachlarz obiektéw, ktére byty juz
badane w literaturze, w tym obwody utamkowe i anizotropowe obwody utamkowe. Po-
nadto, dla symetrycznej absolutnie cigglej miary v, ktorej gestos¢ jest poréwnywalna z
radialng funkcja nierosnacg zostanie zdefiniowana nielokalna krzywizna. Obiekty te moga
by¢ postrzegane jako punktowe dziatanie generatora potgrupy przejscia procesu Lévy’ego.
Glowna czesé wyktadu bedzie poswigcona badaniu asymptotycznego zachowania nielokal-
nych obwoddéw i krzywizn. W bezposrednich zastosowaniach odzyskamy znane wyniki
zbieznosci dla utamkowych i anizotropowych utamkowych obwodéw i krzywizn.

Wyktad bedzie oparty na wspélnym projekcie z Wojciechem Cyganem (Uniwersytet
Wroctawski) oraz Julig Lenczewska (Politechnika Wroctawska).
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STABILNOSC DIAGRAMU FAZOWEGO DLA GRADIENTOWEGO ROWNANIA
ZWYCZAJNEGO Z PAMIECIA

Piotr Kalita
Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Jagielloniski, ul. Lojasiewicza 6, 30-348
Krakow, Polska
e-mail: piotr.kalita@ii.uj.edu.pl

Piotr Zgliczynski
Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Jagielloniski, ul. Lojasiewicza 6, 30-348
Krakow, Polska

e-mail: umzglicz@cyf-kr.edu.pl

Rozwazamy nastepujace wektorowe gradientowe réwnanie zwyczajne
2'(t) = f(z(t)) gdzie fe C*R%4RY) oraz f=VFE. (1)

Zaktadajac ze powyzsze zagadnienie ma atraktor globalny, badamy jego perturbacje po-
przez wyrazenie z pamiecia

t

2 = f@) +e [ M= s)a(s)ds, (2)
gdzie M : [0, 00) — R%*? jest zalezna od czasu macierza, ktérej norma maleje wyktadniczo
do zera gdy t — oo. Gléwny wynik, stanowi, ze jesli w uktadzie (1) punkty réwnowagi
sg hiperboliczne, a ich stabilne i niestabilne rozmaitosci przecinaja sie transwersalnie,
to struktura potaczen heteroklinicznych jest zachowana w nieskonczenie wymiarowym
uktadzie (2) dla malych e. W dowodzie wykorzystujemy transformacje Dafermosa. Po-
kazujemy, ze w zagadnieniu zaburzonym dodatkowa nieskoniczenie wymiarowa zmienna
pochodzaca od wyrazenia z pamiecig po tej transformacji jest lokalnie stabilna. To po-
zwala na przeprowadzenie dowodu, ze lokalne rozmaitosci stabilne i niestabilne punktéw
rownowagi zagadnienia (2), gdy stala e jest mala, sa C' blisko, w odpowiednim sensie,
lokalnym rozmaitosciom stabilnym i niestabilnym dla (1). W efekcie struktura przecieé
transwersalnych jest zachowana w uktadzie zaburzonym.

[1] P. Kalita, P. Zgliczynski, Stability of phase diagram for a gradient ODE with memory, preprint, https://arxiv.org/abs/2406.00910
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TWIERDZENIE BOCHERA DLA OPERATOROW LEVY’EGO Z
ZABURZENIEM GRADIENTOWYM: PRZYPADEK NADKRYTYCZNY

Tomasz Klimsiak
Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, Wydzial Matematyki i Informatyki,
Instytut Matematyczny PAN
e-mail: tomas@mat .umk.pl

Klasyczne twierdzenie Bochera (zob. [1]) orzeka, ze kazda nieujemna funkcja harmo-
niczna (wzgledem operatora Laplace’a) u : By \ {0} — R ma postac

u(x) = alz[**+ h(z), z€ By, (1)

dla pewnej nieujemnej funkcji harmonicznej h : B; — R oraz statej a > 0. Prawie osiem-
dziesigt lat pozniej, w kontekscie teorii potliniowych rownan eliptycznych z osobliwosciami
izolowanymi, H. Brezis i P.L. Lions uogdlnili twierdzenie Bochera (zob. [2]) dowodzac, ze
kazde nieujemne rozwigzanie dystrybucyjne nieréwnosci

—Au+f>0 in B(0,1)\ {0},

gdzie f € L. (B), jest rozwigzaniem dystrybucyjnym réwnania z miara:

—Au+f=py+6é w By,

dla pewnej nieujemnej miary Radona pg na B;. Twierdzenia tego typu staly sie pézniej
podstawowym narzedziem wyzej wspomnianej teorii.

Pierwszy wynik na temat twierdzenia Bochera dla operatoréw nielokalnych zostat opu-
blikowany w 2018 r. (zob. [3]). Autorzy pracy dowodza, ze kazda funkcja s-harmoniczna
na B \ {0} (tj. A%u(z) =0, x € By \ {0}) ma postaé (1) z |z|**~¢ w miejscu |z|?>~? oraz
s-harmoniczng funkcja h na B;. W 2020 r. Congming Li i in. (zob. [4]) rozszerzyli ten
wynik na nieujemne rozwigzania dystrybucyjne nieréwnosci

AU+ b()WVu+ f>0 w B(0,1)\ {0},

z s € (1/2,1] (przypadek podkrytyczny) oraz b € C*(B;). Przypadki krytyczny i nadkry-
tyczny pozostawiono jako problemy otwarte.

Opowiemy o podejsciu probabilistycznym do twierdzen typu Bochera oraz o rozwia-
zaniu probleméw krytycznego i nadkrytycznego.

[1] M. Bécher, Singular points of functions which satisfy partial differential equations of the elliptic type, Bull. Amer. Math.
Soc., 1903, 9, 455-465

[2] H. Brézis, P.L. Lions, A note on isolated singularities for linear elliptic equations, Mathematical analysis and applications,
Part A, Adv. Math. Suppl. Stud., 7a, 1981

[3] H. Chen, A. Quaas, Classification of isolated singularities of nonnegative solutions to fractional semi-linear elliptic equ-
ations and the existence results, J. Lond. Math. Soc., 2018, 97(2), 196-221

[4] Congming Li, Chenkai Liu, Zhigang Wu, Hao Xu, Non-negative solutions to fractional Laplace equations with isolated
singularity, Adv. Math., 2020, 373, 107329
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To0zSAMOSCI T NIEROWNOSCI DLA PROCESOW LEVY’EGO

Katarzyna Pietruska-Patuba
Uniwersytet Warszawski
e-mail: kpp@mimuw.edu.pl

Przedstawimy przeglad nierownosci i tozsamosci funkcyjnych, zwigzanych z procesami
Lévy’ego i stowarzyszonymi z nimi wyrazeniami, tzw. formami Sobolewa-Bregmana, ktore
sa uogolnieniem form Dirichleta dla takich proceséw. Wyniki te sa nowe zwlaszcza dla
funkcji z przestrzeni LP, gdzie p # 2. Beda to: optymalna nier6wno$¢ Hardy’ego dla
procesow stabilnych [2], tozsamosci Hardy’ego-Steina [4], tozsamosci Douglasa [2.3].

[1] K. Bogdan, T. Grzywny, K. Pietruska-Paluba, A. Rutkowski, Extension and trace for nonlocal operators, J. Math. Pures
Appl., 2020, 137, 33-69

[2] K. Bogdan, T. Jakubowski, J. Lenczewska, K. Pietruska-Paluba, Optimal Hardy inequality for the fractional Laplacian
on LP, J. Funct. Anal., 2022, 282(8), Paper No. 109395

[3] K. Bogdan, T. Grzywny, K. Pietruska-Patuba, A. Rutkowski, Nonlinear nonlocal Douglas identity, Calc. Var. Partial
Differential Equations, 2023, 62(5): Paper No. 151

[4] K. Bogdan, M. Gutowski, K. Pietruska-Patuba, Polarized Hardy-Stein identity, preprint, arXiv:2309.09856
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ROZWIAZANIE SAMOPODOBNE DLA ULAMKOWEGO OPERATORA
LAPLACE’A W STOZKACH

Dominika Pilarczyk
Politechnika Wroctawska
e-mail: dominika.pilarczyk@pwr.edu.pl

Przedstawimy wyniki wspolnych badan z Krzysztofem Bogdanem, Piotrem Knosalla i
Fukaszem Lezajem. Referat opiera sie na pracy [1], w ktérej konstruujemy samopodobne
rozwigzanie rownania ciepta z utamkowym laplasjanem oraz z warunkami brzegowymi
Dirichleta w kazdym grubym stozku. Ponadto opisujemy asymptotyke dla duzych czaséw
rozwigzan odpowiadajacego problemu Cauchy’ego w stozku.

[1] K. Bogdan, P. Knosalla, L. Lezaj, D. Pilarczyk, Self-similar solution for fractional Laplacian in cones, Electronic Journal
of Probability, 2024, 29, Article 54
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STOCHASTYCZNE ROWNANIA ROZNICZKOWE ZE SKOKAMI I
NIEREGULARNYM DRYFEM — ASPEKTY ANALITYCZNE I NUMERYCZNE

Pawel Przybylowicz
Akademia Goérniczo-Hutnicza im. Stanistawa Staszica w Krakowie, Wydzial Matematyki
Stosowanej, al. Mickiewicza 30 30-059 Krakow
e-mail: pprzybyl@agh.edu.pl

Stochastyczne réwnania rézniczkowe (SRR) ze skokami i nieregularnym dryfem poja-
wiaja sie, miedzy innymi, podczas modelowania cen/zapotrzebowania energii, gwattow-
nych zmian zachodzacych na rynkach finansowych, teorii sterowania czy tez uktadéw prze-
taczajacych. Modelowanie matematyczne tego typu zjawisk rzeczywistych czesto prowadzi
do utraty gtadkosci wspotczynnika dryfu rozwazanego SRR — wspotezynnik ten moze by¢
nieciagly wzgledem zmiennej przestrzennej. Nieciggltos¢ ta powoduje wiele istotnych pro-
blemow analitycznych oraz numerycznych. Podczas referatu przedstawione zostang wyniki
dotyczace istnienia, jednoznacznosci oraz btedu aproksymacji rozwigzan stochastycznych
rownan ze skokami w przypadku nieciagltego dryfu. Zasygnalizowane zostana réwniez pew-
ne problemy otwarte. Referat oparty jest na publikacjach [1]-[5].

[1] P. Przybyltowicz, M. Szdlgyenyi, F. Hu , Existence and uniqueness of solutions of SDEs with discontinuous drift and
finite activity jumps, Statistics and Probability Letters, 2021, 174, 109072

[2] P. Przybylowicz, M. Szolgyenyi, Existence, uniqueness, and approximation of solutions of jump-diffusion SDEs with
discontinuous drift, Applied Mathematics and Computation, 2021, 403, 126191

[3] P. Przybylowicz, V. Schwarz, M. Szolgyenyi, Randomized Milstein algorithm for approximation of solutions of jump-
diffusion SDEs, Journal of Computational and Applied Mathematics, 2024, 440, 115631

[4] P. Przybylowicz, V. Schwarz, A. Steinicke, M. Szdlgyenyi, A Skorohod measurable universal functional representation of
solutions to semimartingale SDEs, accepted in 2024 in Stochastic Analysis and Applications , https://arxiv.org/abs/2201.06278
[5] P. Przybylowicz, V. Schwarz, M. Szolgyenyi, A higher order approximation method for jump-diffusion SDEs with di-
scontinuous drift coefficient, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 2024, 538, 128319
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O PROBLEMIE NEUMANNA DLA R()WNAN ELIPTYCZNYCH
7 OPERATORAMI TYPU LEVY’EGO

Andrzej Rozkosz
Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika
e-mail: rozkosz@mat .umk.pl

Niech D C R?, d > 2, bedzie ograniczona, wypukly dziedzing klasy C?, f,g: R — R
beda funkcjami mierzalnymi i A > 0. Rozwaza¢ bedziemy problem Neumanna

0
—Lu+Xdu=f wD, if:—g w D*. ()
on
Powyzej n(x) = n(Il(z)), n jest jednostkowym wektorem normalnym skierowanym do
wewnatrz, [1(z) oznacza rzutowanie z na D, a L jest operatorem rézniczkowo-catkowym
typu Lévy’ego. Modelowym przyktadem jest

L = aA + bAY/?

dla pewnych stalych a € (0,2) i a, b takich, ze a® + b* > 0.

W przypadku, gdy L zawiera czes¢ nielokalna, nie ma ogdlnie przyjetej definicji rozwia-
zania. W pierwszej czesci referatu krotko wspomnimy o réznych definicjach rozwazanych
w literaturze. Nastepnie podamy definicje rozwigzania probabilistycznego, ktore niescisle
mowige, zadane jest przez pewien funkcjonat typu Kaca—Feynmanna od procesu odbitego
w D zwigzanego z operatorem L.

Pokazemy, ze przy naturalnych zatozeniach na f, g istnieje jednoznaczne rozwigzanie
probabilistyczne (*) i jest ono granicg rozwigzan probleméw w R¢ z odpowiednim sktadni-
kiem penalizacyjnym. Ponadto otrzymane rozwigzanie probabilistyczne jest rozwigzaniem
lepkosciowym w sensie zdefiniowanym w [1]. Referat oparty bedzie na pracy [2].

[1] G. Barles, C. Georgelin, R.E. Jakobsen, On Neumann and oblique derivatives boundary conditions for nonlocal elliptic
equations, Journal of Differential Equations, (2014) 256, 1368-1394.

[2] A. Rozkosz, L. Stominski, Reflected Skorokhod equations and the Neumann boundary value problem for elliptic equations
with Lévy-type operators, preprint, ArXiv:2303:12664.
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ROWNANIA Z ULAMKOWYM LAPLASJANEM W ZBIORACH LIPSCHITZA

Artur Rutkowski
Politechnika Wroctawska
e-mail: artur.rutkowski@pwr.edu.pl

Opowiem o reprezentacjach catkowych rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego—Dirichleta
dla utamkowego réwnania ciepta w ograniczonych zbiorach Lipschitza D:

(O + (=) u(t,z) =0, te(0,T7), z €D,
u(t, ) = g(t,x), te(0,T), = € De, (1)
u(0,z) = ug(x), x e D.

Jadra wystepujace w reprezentacji moga by¢ interpretowane poprzez rozktady miejsca
wyjscia czasoprzestrzennego procesu a-stabilnego z cylindra (0,7') x D. W celu opisania
osobliwych rozwiazan zagadnienia (?7), konstruujemy tzw. paraboliczne jadro Martina
i pokazujemy jego holderowsks regularno$é¢ do brzegu. Kluczowym wynikiem posrednim
jest relatywna regularnoéé do brzegu dla utamkowego réwnania Poissona (—A)%/2y = f.
Referat na bazie pracy wspoélnej z G. Armstrongiem i K. Bogdanem.

[1] G. Armstrong, K. Bogdan, A. Rutkowski, Caloric functions and boundary regularity for the fractional Laplacian in
Lipschitz open sets, preprint, ArXiv:2403.03840
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METODA PARAMETRYSY DLA NIESYMETRYCZNYCH OPERATOROW TYPU
LEVY'EGO

Karol Szczypkowski
Politechnika Wroctawska
e-mail: karol.szczypkowski@pwr.edu.pl

Dobrze wiadomo, ze ruch Browna jest on generowany przez operator Laplace’a, a od-
powiadajaca mu poélgrupa dana jest jawnie przez jadro Gaussa-Weierstrassa, ktore jest
rozwiazaniem fundamentalnym klasycznego réwnania ciepta dyu = Awu. Chcemy badaé
rozszerzenia tego modelu dla operatoréw typu Lévy’ego. Operator £ nazywany operato-
rem typu Lévy’ego, jedli jest okreslony na funkcjach gtadkich o zwartym nosniku i dany
jest dla nich nastepujacym wzorem:

£1(a) = ) (2) +le) - V(@) + 3 aya) 5o —(a)

+ /Rd (f(x +2) = f(x) = 15«1 (2, Vf(x)})N(x,dz) .

c(x), b(x), a;j(x) sa pewnymi funkcjami, a N(z,dz) jest miara intensywnosci. Nazywamy
je wspotezynnikami operatora. Modeluja one zachowanie czastki w punkcie x. Na przyktad
wektor b(z) definiuje dryf, a N (z, B) jest intensywnoscia skokéw z & do zbioru z+ B C R%.

Naszym celem jest wyznaczenie warunkéw naktadanych na wspotczynniki operatora,
ktore wystarcza do tego, aby mial on rozszerzenie do generatora potgrupy fellerowskie;j.
Ponadto warunki te powinny umozliwi¢ analize odpowiadajacego mu jadra ciepta. Gtéwna
uwage skupimy na czesci nielokalnej (catkowej) operatora, dbajac o to, aby klasa rozwaza-
nych operatoréw byta dostatecznie bogata. W naszych badaniach termin niesymetryczny
odnosi sie do faktu, ze ze wzgledu na strukture rozwazanych przez nas operatoréw, nieza-
leznie od symetrii lub braku symetrii miary N(z, dz) dla ustalonego x, moga one nie mieé¢
rozszerzen samosprzezonych. Dlatego podejécie oparte o formy Dirichleta nie ma tutaj
zastosowania. Jednoczesnie zwracamy szczegdlng uwage na to, w jaki sposob brak syme-
trii miary N(z,dz) wptywa na nasze wyniki, poniewaz zazwyczaj powoduje on dodatkowe
trudnosci. Zauwazamy rowniez, ze istnieja metody oparte o rachunek symboliczny, ale za-
zwyczaj wymagaja one duzej regularnosci wspotczynnikéw. Jest to ograniczenie, ktorego
nie chcemy wprowadzac.

W tej sytuacji decydujemy si¢ na metode¢ parametrysy, ktérej pierwotna rola jest
dostarczenie kandydata na rozwigzanie fundamentalne (jadro catkowe pétgrupy). Kazde
uzycie tej metody niesie ze soba rézne trudnosci techniczne, ktore trzeba pokonac, a zaleza
one od klasy wspotczynnikow, ktore sg brane pod uwage. Poruszone zostang nastepujace
kwestie: istnienie i jednoznacznosé (stabego lub punktowego) rozwiazania fundamental-
nego réwnania

Owu(t,z) = Lyu(t,x),

jego oszacowania, regularno$¢ oraz inne wtasnosci jakosciowe, a takze wtasnosci odpowia-
dajacych mu pélgrup i ich generatoréw w réznych przestrzeniach funkcji. W pracy [1]
proponujemy tez ogolne funkcjonalno-analityczne podejscie do metody parametrysy.

[1] J. Minecki, K. Szczypkowski, Nonsymmetric Lévy-type operators, Math. Nachr., 2024, DOI: 10.1002/mana.202300150
[2] K. Szczypkowski, Fundamental solution for super-critical non-symmetric Lévy-type operators, Adv. Differential Equ-
ations, 2024, 29 (5/6), 291-338

[3] T. Grzywny, K. Szczypkowski, Heat kernels of non-symmetric Lévy-type operators, J. Differential Equations, 2019, 267
(10), 6004-6064
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CzY ZMIANY FENOTYPU Z NABLONKOWEGO NA MEZENCHYMALNY I
ODWROTNIE TLUMACZA POWSTAWANIE WIELOOGNISKOWEJ POSTACI
CHOROBY? MODELOWANIE MATEMATYCZNE INWAZJI
NOWOTWOROWEJ.

Zuzanna Szymanska
Uniwersytet Warszawski
e-mail: zk.szymanskaQuw.edu.pl

Mirostaw Lachowicz
Uniwersytet Warszawski
e-mail: lachowic@mimuw.edu.pl

Nikolaos Sfakianakis
University of St Andrews
e-mail: n.sfakianakis@st-andrews.ac.uk

Mark A. J. Chaplain
University of St Andrews
e-mail: majc@st-andrews.ac.uk

Rokowanie w przypadku chor6b nowotworowych zalezy w gtownej mierze od tego, czy
guz jest ztosliwy, czyli czy komorki nowotworowe posiadajg zdolnosé naciekania sgsied-
nich tkanek oraz tworzenia przerzutéw. Aktywacja programu EMT (przejscie nablonkowo-
mezenchymalne) oraz jego odwrotnosé, MET (przejscie mezenchymalno-nabtonkowe), sg
postrzegane jako kluczowe mechanizmy procesu inwazji nowotworu. Na pewnym etapie
rozwoju guza komorki oddzielajg si¢ od jego pierwotnej masy, naciekajg otaczajaca tkanke
i migruja. Naciekanie tkanek stanowi pierwszy krok w skomplikowanym procesie wtoérnego
rozprzestrzeniania si¢ choroby, podczas ktorego komorki nowotworowe przemieszcezajg sie
do innych czesci organizmu, tworzac nowe ogniska nowotworowe, znane jako przerzuty.

Proponujemy nowy model matematyczny opisujacy proces naciekania zdrowych tka-
nek przez komérki nowotworowe, uwzgledniajacy wplyw zmiany fenotypu z nabtonkowego
na mezenchymalny i odwrotnie. Przeprowadzone symulacje numeryczne sugeruja, ze pla-
styczno$é fenotypowa komoérek nowotworowych jest kluczowa dla postepu choroby [1].
Wymniki symulacji ilustrujg rozprzestrzenianie si¢ guza pierwotnego i powstawanie wielo-
ogniskowej postaci choroby, przypominajac sytuacje in vivo, w ktorej czesto obserwuje sie
liczne, synchroniczne ogniska nowotworowe. W przypadku pacjentek z rakiem piersi taki
obraz choroby wigze sie z gorszym rokowaniem.

[1] Z. Szymarska, M. Lachowicz, N. Sfakianakis, M.A.J. Chaplain,, Mathematical modelling of cancer invasion: Phenotypic
transitioning provides insight into multifocal foci formation, J. Comput. Sci., 2024, 75, 102175
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UNITARNA ROWNOWAZNOSC DWUSTRONNYCH PRZESUNIEC WAZONYCH
Z WAGAMI OPERATOROWYMI

Michatl Buchata
Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego
e-mail: michal.buchala@doctoral.uj.edu.pl

JeSli H jest przestrzenia Hilberta, (S;)icz € B(H) jest jednostajnie ograniczonym
ciagiem operatoréw, to przesunieciem dwustronnym z wagami (.5;);cz nazywamy operator
S € B({*(Z,H)) dany wzorem:

S(x:)icz = (Sivi1)icz, (Ti)iez € C(Z, H).

W przypadku klasycznych przesunie¢ dwustronnych (z wagami skalarnymi) unitarna
rownowazno$¢ przesunieé S, 8" € B(¢*(Z)) z wagami odpowiednio (\,)nez, (A,)nec C C
jest rownowazna warunkowi

Anl =Xl neZ (1)

dla pewnego k € Z; ponadto unitarna rownowaznos¢ jest zawsze zadana przez operator,
ktérego macierz ma postaé diagonalng (tzn. ma doktadnie jedna niezerowa przekatna).
Ten sam problem byt rozwazany w pracy [2]| przez J. KoSmidera dla przesunie¢ z wagami
operatorowymi, jednak autor ograniczy? sie do badania tych przesunie¢, w przypadku kto-
rych unitarna rownowaznosé jest zadana za pomoca operatora o postaci diagonalnej. W
referacie rozwigzemy problem unitarnej rownowaznosci przesunie¢ dwustronnych w petnej
ogblnosci. Zaprezentujemy analog warunku (1) dla przesunieé¢ z wagami operatorowymi.
Pokazemy, ze w przypadku pewnych przesunie¢ z wagami zdefiniowanymi na C?, unitarna
rownowazno$¢ moze zawsze zosta¢ zadana przez operator unitarny z co najwyzej dwie-
ma niezerowymi przekatnymi. Wskazemy przyktady unitarnie réwnowaznych przesunieé
z wagami na C¥, w przypadku ktérych jedyny operator unitarny, ktéry je przeplata, ma
doktadnie k niezerowych przekatnych. Referat jest oparty na pracy [1].

[1] M. Buchala, Unitarily equivalent bilateral weighted shifts with operator weights, Opuscula Mathematica, 2024, 44(5),
przyjety do publikacji, arXiv:2402.08770

[2] J. Ko$mider, On unitary equivalence of bilateral operator valued weighted shifts, Opuscula Mathematica, 2019, 39(4),
543-555
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EKSTREMALNE KONTRAKCJE

Karol Gryksza
Uniwersystet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
e-mail: karol.gryszka@uken.krakow.pl

Punkty ekstremalne kuli jednostkowej w przestrzeni operatorowej £(X,Y) (tutaj X
oraz Y sa przestrzeniami Banacha) nazywamy ekstremalnymi kontrakcjami.

W pracy [2] Grzaslewicz dowodzi, ze w kuli jednostkowej w L(H) (H jest tutaj dowolna
przestrzenia Hilberta) nie znajdziemy zadnego wierzchotka. Ponadto Grzaslewicz doko-
nuje charakteryzacji punktéw ekstremalnych w L(H) - wynik ten stanowi wspolczesng
motywacje oraz podstawe do badan punktéw ekstremalnych. W niedawno opublikowa-
nej pracy Paul, Sain i Sohel [3]| charakteryzuja wybrane klasy ekstremalnych kontrakcji
okreslonych na skonczenie wymiarowych przestrzeniach Banacha, w szczegdlnosci w klasie
przestrzeni wielokatnych (a wiec takich, w ktérych kula jednostkowa ma skoriczenie wiele
punktéw ekstremalnych).

Referat na podstawie preprintu [1] stanowi probe charakteryzacji ekstremalnych kontr-
akcji w zupetnie innym ujeciu. Geometria przestrzeni wielokatnych narzuca pewng mato
intuicyjna charakteryzacje dla rzeczywistych przestrzeni Banacha (zostala ona opisana
w [3]). W trakcie referatu zostanie przedstawiona charakteryzacja bazujaca na wlasno-
Sciach przestrzeni dualnych oraz wykorzystujaca szersze klasy operatoréw, takie jak punk-
ty wierzchotkowe czy eksponowane.

[1] K. Gryszka, P. Wéjcik, On extreme contractions and vertices in operator spaces, preprint, (unpublished)
[2] R. Grzaslewicz, Vertices in L(H), Acta Universitatis Carolinae. Mathematica et Physica, 38 (2) (1997), 5-11
[3] K. Paul, D. Sain, S. Sohel, Extreme contractions on finite-dimensional Banach spaces, Collog. Math., 172 (2023), 65-83
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O PODPRZESTRZENIACH NIEROZKLADALNYCH PRZESTRZENI BANACHA

Piotr Koszmider
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: piotr.math@proton.me

Rozwazamy pytanie o to, ktore przestrzenie Banacha moga by¢ podprzestrzeniami nieroz-
ktadalnych przestrzeni Banacha. Pokazujemy iz dla kazdej przestrzeni Banacha gestosci
nie wiekszej niz kontinuum, ktéra nie dopuszcza £, jako swojego ilorazu istnieje jej nad-
przestrzen, ktora jest nierozktadalna przestrzenia Banacha. 7Z drugiej strony, poniewaz
przestrzen /., jest dopetnialna w kazdej swojej nadprzestrzeni, zadna jej nadprzestrzen
nie moze by¢ podprzestrzenia nierozktadalnej przestrzeni Banacha. 7 trzeciej strony ist-
nieja jednak nierozktadalne przestrzenie Banacha, ktérych ilorazem jest /..
Wiyniki te uzyskane zostaly wspolnie ze Zdenkiem Silberem.
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TWIERDZENIE KAKUTANIEGO I ZBIORY RAMSEYA

Andrzej Kryczka
Instytut Matematyki UMCS
e-mail: andrzej.kryczka@umcs.pl

Jednym z klasycznych wynikéw geometrii przestrzeni Banacha jest twierdzenie Kaku-
taniego, ktore pokazuje, ze kazda jednostajnie wypukta przestrzen Banacha ma wtasnosé
Banacha—Saksa, tj. kazdy ograniczony cigg elementéw takiej przestrzeni zawiera podciag
sumowalny w sensie Cesaro.

Oryginaly dow6d Kakutaniego opiera si¢ w gtéwnej mierze o wnioski ptynace z twier-
dzenia Hahna—Banacha. W referacie zaprezentujemy dowdd wykorzystujacy zbiory Ram-
seya. Rozwaza¢ bedziemy pewng topologie w zbiorze wszystkich nieskonczonych pod-
zbioréw zbioru liczb naturalnych, dla ktorej zastosujemy twierdzenie Galvina—Prikrego
mowiace, ze kazdy zbior borelowski jest zbiorem Ramseya. Kluczowa role odegra tutaj
pewien proces uzyskiwania zbioréw borelowskich w zbiorze indekséw dodatnio rozseparo-
wanych ciggéw stabo zbieznych, ktory ostatecznie doprowadzi do podciggu sumowalnego
w sensie Cesaro.

[1] F. Galvin, K. Prikry, Borel sets and Ramsey’s theorem, J. Symbolic Logic, 1973, 38(2), 193-198
[2] S. Kakutani, Weak convergence in uniformly convex spaces, Tohoku Math. J., 1938, 45, 188-193
[3] F.P. Ramsey, On a problem of formal logic, Proceedings of the London Mathematical Society, 1930, 30, 264286
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NAJNOWSZE REZULTATY O PROJEKCJACH MINIMALNYCH

Grzegorz Lewicki
Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytet Jagiellonski, Krakéw, Polska
e-mail:

Niech X bedzie przestrzenia Banacha a Y C X jej skonczenie wymiarowa podprze-
strzenia. Oznaczmy przez P(X,Y) zbidr wszystkich liniowych i ciagtych projekcji z X do
Y. Przypomnijmy ze operator P: X — Y nazywamy projekcig na Y jezeli Ply = Idy.
Zdefiniujmy wzgledng statg projekcyi przestrzeni Y jako

Ak(Y, X) :=inf{||P|: PeP(X,Y)},
absolutng stalg projekcyi przestrzeni Y wzorem
Ak(Y) :=sup{\(YV,X): Y C X} (1)
oraz maksymalng absolutng stalg projekcji wzorem
Ak (m) = sup{A(Y) : dim(Y) = m}.

Celem mojego wystapienia jest zaprezentowanie najnowszych rezultatéw dotyczacych po-
wyzej zdefiniowanych stalych udowodnionych przeze mnie oraz moich wspotpracownikow
z Krakowa.

[1] B. L. Chalmers, G. Lewicki, Three-dimensional subspace of lg) with mazimal projection constant,, J. Funct. Anal.,
257/2 (2009), 553-592.

[2] B. L. Chalmers, G. Lewicki, A proof of the Grinbaum conjecture,, Studia Math., 200 (2010), 103-129.

[3] G. Lewicki, M. Prophet, The Chalmers-Metcalf Operator and Minimal Extensions, J. Funct. Analysis Vol., 280 (2021),
no. 1, 1-30.

[4] B. Deregowska, M. Fickus, S. Foucart, B. Lewandowska, On the value of the fifth mazimal projection constant,, J. Funct.
Anal., 283 (2022), no. 10.

[5] B. Deregowska, B. Lewandowska, A simple proof of the Grinbaum conjecture,, J. Funct. Anal., 285 (2023), no. 2.
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POCHODNE LIPSCHITZA FUNKCJI TYPU TAKAGI-VAN DER WAERDENA
W PRZESTRZENIACH METRYCZNYCH

Oleksandr Maslyuchenko
Instytut Matematyki, Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: ovmasl@gmail.com

Ziemowit Wojcicki
Instytut Matematyki, Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: ziemol@onet.eu

Duza i mata pochodna Lipschitza funkcji f: X — Y dla przestrzeni metrycznych (X, d)
i (Y, o) sa okreslone wzorami

Lipf(:v)Ilirgjgpmg(f(w,f(x))zlimsup sup Lo(f(u), (),

r—0t d(u,z)<r

lip f(z) = liminf sup %g(f(u), f(x)) dla dowolnego = € X.

r—07t d(u,z)<r

Dla funkcji rzeczywistych duza pochodna Lipschitza pojawita si¢ po raz pierwszy w 1923
roku w uogdlnieniu Stepanoffa rezultatu Rademachera, ktory orzeka, ze kazda funkcja
ciggla f: R? — R jest rozniczkowalna prawie wszedzie na dopetieniu do zbioru L>(f) =
(Lip f)~!(400). Balogh i Csérnyei w 2006 roku pokazali, ze nie mozemy zamieni¢ zbioru
L>®(f) na £(f) = (lip f)"!(4+00) w twierdzeniu Stepanoffa, natomiast Z. Buczolich, B.
Hanson, M. Rmoutil, T. Ziircher w 2019 roku udowodnili, ze kazdy F, lub Gs zbior
E C R jest rowny ¢°°(f) dla pewnej funkcji ciagltej f: R — R. Calkiem niedawno, bo w
2024 roku, Rmoutil i Ziircher otrzymali podobny rezultat dla F,s zbiorow miary zero. Z
drugiej strony, nietrudno pokazaé, ze zbiér £°°( f) musi by¢ typu F,s ale nie musi by¢ miary
zero. Wobec tego problem charakteryzacji zbiorow ¢°°(f) dla funkcji ciagltych pozostaje
otwarty nawet dla funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczywiste;j.

Naszym celem jest konstrukcja funkcji ciggtych na ogdlnych przestrzeniach metrycz-
nych, dla ktérych 2°(f) (lub L*(f)) pokrywa sie z cala przestrzenia. Gtéwnym narze-
dziem jest uogoélnienie klasycznej konstrukcji wszedzie nierézniczkowalnej funkeji f: R —
R. Klasyczna funkcja Takagi-van der Waerdena typu a > 1 jest okreslona wzorem f,(x) =

ioj d(:v, a%Z), gdzie d(z, E) = 12£ |z —y| dlaz € Ri E C R. My zamieniamy zbiér =7
n=1 Y

na maksymalny ---oddzielny podzbiér S, przestrzeni metrycznej X i dodajac parametr

an

b < a okreslamy funkcje Takagi-van der Waerden typu (a,b) (krotko TW-funkcje typu
(a,b)) jako fup(z) = % b”d(x, Sn), xr € X. Dalej, udowodniamy ze Lip f,;, = +oo dla

=1
a > b > 2 jesli X nie ma punktéow izolowanych. Ponadto, w przypadku gdy powtokowa

porowatos¢ p*(X,z) < A < 1 dla dowolnego = € X (np. dla przestrzeni unormowanej X),
otrzymujemy, ze lip f,, = 400 dla niektérych a > b > 1. Dowody wskazanych faktow
mozna znalez¢ w naszym preprincie [1].

[1] O. Maslyuchenko, Z. Wéjcicki, Takagi-van der Waerden functions in metric spaces and its Lipschitz derivatives, preprint,
ArXiv:2406.05684
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KOMBINATORYCZNE PRZESTRZENIE BANACHA

Anna Pelczar-Barwacz
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: anna.pelczar@uj.edu.pl

Pojecie ”kombinatorycznych przestrzeni Banacha”, pochodzace z blogu W.T.Gowersa,
odnosi si¢ do szerokiej klasy przestrzeni ciagowych, obejmujacej zarowno klasyczne prze-
strzenie ¢, ¢1, jak i przestrzenie Schreiera dowolnego rzedu i uniwersalna przestrzen Pel-
czynskiego z uniwersalng baza bezwarunkows. Klasa ta jest badana intensywnie pod katem
wlasnodci geometrycznych samych przestrzeni oraz struktury algebry operatorow ograni-
czonych na nich, jest rowniez zrédtem szeregu przykladow dotyczacych hipotez w teorii
geometrii przestrzeni Banacha.

Podczas referatu omoéwie definicje, podstawowe wlasnosci oraz przyktady przestrzeni
kombinatorycznych. Referat bedzie oparty na pracach [1,2].

[1] C. Brech, V. Ferenczi, A. Tcaciuc, Isometries of combinatorial Banach spaces , Proceedings of the American Mathema-
tical Society, 2020, 148(11), 4845-4854

[2] P. Borodulin-Nadzieja, B. Farkas, S. Jachimek, A. Pelczar-Barwacz, The ZOO of combinatorial Banach spaces, preprint,
ArXiv:2404.01733

[3] R-M. Causey, A. Pelczar-Barwacz, Equivalence of block sequences in Schreier spaces and their duals, preprint, ArXiv:2311.00761
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PRZESTRZENIE /{-PREDUALNE ZAWIERAJACE PRAWIE IZOMETRYCZNE
KOPIE PRZESTRZENI c

Yukasz Piasecki
Uniwersytet Marii Curie-Sktodowskiej
e-mail: lukasz.piasecki@mail .umcs.pl

Niech X bedzie przestrzenia ¢;-predualng oraz Bx jej domknieta kulg jednostkows.
Zippin [2] wykazal, ze je$li Bx ma punkt ekstremalny, to dla kazdego ¢ > 0 przestrzen
X zawiera (1 + ¢)-komplementarna podprzestrzen, ktora jest (1 + ¢€)-izomorficzna z prze-
strzenia ¢ ciagdéw zbieznych.

Scharakteryzujemy wszystkie przestrzenie ¢i-predualne majace powyzsza wlasnosc.
Referat bedzie oparty na pracy [1].

[1] E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki, Subspaces of ¢1-preduals: W, everywhere, preprint, ArXiv:2401.04819
[2] M. Zippin, Correction to “On some subspaces of Banach spaces whose duals are Ly spaces”, Proc. Amer. Math. Soc.,
2018, 146, 5257-5262.
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DOPELNIALNE PODPRZESTRZENIE C'(K X L)

Grzegorz Plebanek
Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wroctawski
e-mail: grzegorz.plebanek@math.uni.wroc.pl

Podczas gdy C(fw) jest klasycznym przyktadem przestrzeni Grothendiecka, C'(fw x fw)
zawiera dopelnialng kopie ¢g, co jest konsekwencjg wynikéw Cembranosa i Freniche. Al-
spach i Galego [1] zapytali, czy C(fw x fw) zawiera dopetnialne kopie innych osrodkowych
przestrzeni Banacha.

Nasz rezultat implikuje, ze C'(fw x fw) zawiera dopetnialna podprzestrzen izomorficz-
na z C[0,1]. W istocie dowodzimy, ze C0, 1] zanurza sie¢ w sposéb dopelnialny w kazda
przestrzen postaci C'(K x L). gdzie K i L sa nierozproszonymi przestrzeniami zwartymi.

Wyniki wspélne z Jakubem Rondosem i Damianem Sobotg.

[1] D.E. Alspach, E.M. Galego, Geometry of the Banach spaces C(ON x K, X), Studia Math., 2011, 207(2), 153-180.
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BAZY FILTROWE W PRZESTRZENIACH BANACHA

Jarostaw Swaczyna
Politechnika Lodzka
e-mail: jaroslaw.swaczyna@p.lodz.pl

Niech F bedzie filtrem na N. Moéwimy, ze ciag (z,) jest F-zbiezny do z, jezeli dla
kazdego € > 0 zachodzi {n € N : d(z,,z) < e} € F. Ciag (e,) nazywamy F-baza prze-
strzeni Banacha X, jezeli dla kazdego = € X istnieje dokladnie jeden taki cigg skalaréw
(o), ze X F ape, = x, gdzie przez > r rozumiemy F-granice ciagu sum czesciowych. Pod-
czas referatu przedstawie podstawowe wtasnosci baz filtrowych, przyktady w wybranych
przestrzeniach Banacha i mozliwosci zastosowan do charakteryzacji filtrow.

[1] J. Connor, M. Ganichev, and V. Kadets, A characterization of Banach spaces with separable duals via weak statistical
convergence, J. Math. Anal. Appl., 2000, 244, 251-261.

[2] M. Ganichev, and V. Kadets, Filter convergence in Banach spaces and generalized bases, in: General Topology in Banach
Spaces, T. Banakh (ed.), Nova,, 2001, 61-69

[3] T. Kochanek, F-bases with brackets and with individual brackets in Banach spaces, Studia Math., 2012, 211, 259-268.
[4] N. de Rancourt, T. Kania, J. Swaczyna, Continuity of coordinate functionals of filter bases in Banach spaces, Journal
of Functional Analysis , 2023, 284(9), Paper No. 109869, 9 pp.

[5] T. Kania, J. Swaczyna, Large cardinals and continuity of coordinate functionals of filter bases in Banach spaces, Bulletin
of the London Mathematical Society, 2021, 53(1), 231-239.

[6] A. Kwela, J. Swaczyna, Zoo of ideal Schauder basis, preprint, 2024+
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O STALYCH SPEKTRALNYCH W PRZESTRZENIACH BANACHA

Michat Wojtylak
Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego
e-mail: michal.wojtylak@uj.edu.pl

W przestrzeni Hilberta zachodzi nieréwnos¢ von Neumanna

[p(A)]| < sup |p(2)],

|21<1

gdzie ||A]| < 1. Nier6wnos¢ ta uogélniona na wiele mozliwosci. W szczegdlnosci istotne sa
badania na temat zbioréw spektralnych, tj. zbioréw 2, takich, ze

Ip(A)]| < C'sup [p(z)],
z€eQ

gdzie C jest pewng stalg, potencjalnie zalezng od A. Nieréwnosé von Neumanna méowi, iz
koto o srodku w zerze i promieniu ||A|| jest zbiorem spektralnym dla A (ze stala C' = 1).

Wiadomo, iz rezultat tego typu nie jest prawdziwy w dowolnej przestrzeni Banacha, in-
nymi stowy, nie kazdy operator jest wielomianowo ograniczony. Pomimo to przedstawimy
pewne rezultaty dotyczace zbioréw spektralnych w przestrzeniach Banacha zwigzanych z
(algebraicznym) obrazem numerycznym.

Wspétautorzy projektu: Hanna Blazhko (UJ), Daniil Homza(UJ), Jens de Vries (TU
TWeente), Felix Schwenninger (TU Tweente).
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ASYMPTOTYCZNE ZACHOWANIE ROZWIAZAN EWOLUCYJNEGO
ROWNANIA p-LAPLACE’A DLA 1 <p < 2

Iwona Chlebicka
Uniwersytet Warszawski
e-mail: i.chlebicka@mimuw.edu.pl

Opowiem o ostatnio uzyskanych wynikach dotyczacych zagadnienia Cauchy’ego dla ewo-
lucyjnego réwnania p-Laplace’a w zakresie 1 < p < 2 odpowiadajacym szybkiej dyfuzji.
Gléwne wyniki pracy [1] dotycza relaksacji do samopodobienstwa dla rozwiazan przy
przejsciu z czasem do nieskonczonosci. Bardziej szczegdtowo — dla danych poczatkowych
o konkretnie wyrazonej bliskosci do pewnego rozwigzania samopodobnego pokazujemy jak
szybko rozwiazanie don zbiega. Istotnym wyzwaniem jest fakt, iz w przedziale 1 < p < 2
nasze zagadnienie kilkakrotnie zmienia swoje wtasnosci i dowody w réznych podprzedzia-
tach wymagaty réznych pomystow.

[1] M. Bonforte, I. Chlebicka, N. Simonov, Refined asymptotics for the Cauchy problem for the fast p-Laplace evolution
equation, preprint, ArXiv:2405.05405
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MECHANICZNE MODELE WZROSTU TKANEK

Tomasz Debiec
Uniwersytet Warszawski
e-mail: t.debiec@mimuw.edu.pl

W oparciu o mechaniczny punkt widzenia, zgodnie z ktérym zywe tkanki wykazuja
cechy charakterystyczne dla ptynéw, uktady rownan rézniczkowych czastkowych inspi-
rowane dynamika ptynéw sa obecnie jednym z gltéwnych narzedzi matematycznych do
makroskopowego opisu wzrostu tkanek. W zaleznosci od rodzaju tkanki, modele te ta-
cza ci$nienie z polem predkosci za pomoca prawa Brinkmana (modele lepkosprezyste)
lub prawa Darcy’ego (réwnania osrodka porowatego). Co wiecej, ,sztywno$¢” prawa ci-
$nienia odgrywa kluczowa role w rozréznianiu modeli opartych na gestosci ($cisliwych)
od probleméw ze swobodnym brzegiem (niescisliwych), w ktérych wystepuje wysycenie
gestosci.

Wyktad ma na celu przedstawienie sposobow powiazania réznych mechanicznych mo-
deli zywych tkanek poprzez przejscia asymptotyczne. W szczegdlnosci zajmiemy sie tzw.
niescisliwa granicg od réwnan makroskopowych do zagadnien o swobodnym brzegu typu
Hele-Shaw. Referat jest oparty na pracach [1, 2, 3, 4].

[1] T. Debiec, M. Schmidtchen, Incompressible limit for a two-species tumour model with coupling through Brinkman’s law
in one dimension, Acta Applicandae Mathematicae, 2020, 169(1), 593611

[2] T. Debiec, B. Perthame, M. Schmidtchen, N. Vauchelet, Incompressible limit for a two-species tumour model with co-
upling through Brinkman’s law in any dimension, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 2021, 145, 204—239

[3] N. David, T. Debiec, B. Perthame, Convergence rate for the incompressible limit of nonlinear diffusion-advection equ-
ations, Annales de I’Institut Henri Poincaré C, Analyse Non Linéaire, 2023, 40(3), 511-529

[4] N. David, T. Debiec, M. Mandal, M. Schmidtchen, A Degenerate Cross-Diffusion System as the Inviscid Limit of a
Nonlocal Tissue Growth Model, SIAM Journal on Mathematical Analysis, 2024, 56(2), 20902114
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HIPERBOLICZNE ROWNANIE SWIFTA-HOHENBERGA W R

Maria Kania-Btaszczyk
Uniwersytet Slaski
e-mail: maria.kania@us.edu.pl

Radostaw Czaja
Uniwersytet Slaski
e-mail: radoslaw.czaja@us.edu.pl

Rozwazmy réownanie czwartego rzedu postaci
oug + up + A*u+ yAu + Su = f(x,u), v € RN, t >0, (1)
gdzie 0 > 0, 0 > 01 v € R. Réwnanie bedziemy bada¢ wraz z warunkami poczatkowymi
u(0) = ug, u(0) = vp. (2)

Roéwnanie (1) jest hiperboliczng modyfikacja réwnania Swifta-Hohenberga

u + (@31 + A)*u = au — u? (3)
opisujacego wzor tworzenia si¢ komoérek w konwekcji Rayleigha-Bénarda (patrz [1]). Za-
gadnienie (1)-(2) zbadamy na gruncie teorii pétgrup ([3, str. 56-58|. Pokazemy, ze potgru-
pa generowana przez ten problem ma globalny atraktor w przestrzeni H*(RY) x L*(RY)
(patrz [2])

[1] P. C. Hohenberg, J. B. Swift, Effects of additive noise at the onset of Rayleigh-Bénard convection, Phys. Rev. A, 1992
(46), 4773-4785

[2] R. Czaja, M. Kania, Global attractor for hyperbolic modified Swift-Hohenberg equation in RN, w recenzji,

[3] T. Cazenave, A. Haraux, An Introduction to Semilinear Evolution Equations, Clarendon Press, 1998
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TEMPO ZBIEZNOSCI ALGORYTMU CZASTECZKOWEGO DLA ROWNANIA
OSRODKA GRANULARNEGO

Matej Benko
Brno University of Technology
e-mail: matej.benko@vutbr.cz

Iwona Chlebicka
Uniwersytet Warszawski
e-mail: i.chlebicka@mimuw.edu.pl

Jdrgen Endal
Norwegian University of Science and Technology
e-mail: jorgen.endal@ntnu.no

Btlazej Miasojedow
Uniwersytet Warszawski
e-mail: b.miasojedow@mimuw.edu.pl

Przedstawimy wyniki dotyczace tempa zbieznosci algorytmu czasteczkowego stuzacego do
numerycznego rozwiazywania réwnania postaci

Oy = div(pV V) + div(uVW * u) + Ap
dla szerokiej klasy potencjaléow V i W. Referat bedzie oparty na wynikach pracy [1].

[1] Matej Benko, Iwona Chlebicka, Jorgen Endal, Btazej Miasojedow, Convergence rates of particle approximation of forward-
backward splitting algorithm for granular medium equations, preprint, arXiv:2405.18034
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REGULARNOSC ROZWIAZAN DLA STATYCZNEGO, ZRELAKSOWANEGO
MODELU MIKROMORFICZNEGO

Sebastian Owczarek
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska
e-mail: sebastian.owczarek@pw.edu.pl

W referacie zostang przedstawione badania dotyczace problemow matematycznych w me-
chanice metamaterialéw, ktére znajduja zastosowanie w ochronie sejsmicznej, maskowaniu
akustycznym oraz kontroli termicznej. Analiza tych probleméw zostanie przeprowadzona
z perspektywy mechaniki kontinuum, wykorzystujac niedawno wprowadzone uogolnione
kontinuum, znane jako zrelaksowany model mikromorficzny. Model ten taczy liniows ela-
stycznos$¢ z macierzowym rownaniem typu Maxwella.

Z matematycznego punktu widzenia, regularnos$¢ rozwigzania dla zrelaksowanych ukla-
dow mikromorficznych stanowi interesujacy temat, poniewaz uktad réwnan opisujacych
deformacje metamaterialéow jest dobrze zdefiniowany w przestrzeni

H(Curl; Q) = {P € L*(Q)|Curl P € L*(Q)}

dla mikroznieksztalcen P, a energia dyslokacji nie kontroluje wszystkich stabych po-
chodnych tensora P w L?(Q). W przypadku dynamicznym regularnos$é¢ tensora P mozna
udowodnié¢ stosunkowo latwo (odsytamy czytelnika do [1]). Wykorzystujac standardowy
pomyst oparty na ilorazach réznicowych, wykazano Hi -regularno$é¢ dla tensora mikro-
znieksztatcen P. Bylto to zwiagzane z faktem, ze calkowita energia uktadu dynamicznego
zawiera réwniez energie kinematyczna.

Okazuje sie jednak, ze w przypadku statycznym uzyskanie wyzszej regularnosci tensora
P jest znacznie bardziej skomplikowane, a standardowe podejscie réznic skonczonych nie
jest skuteczne. Gtéwnym pomystem na obejscie tego problemu jest zastapienie standar-
dowych ilorazow réznicowych roznicami skonczonymi opartymi na wariacjach wewnetrz-
nych, obejmujacymi zmodyfikowang transformacje Pioli dla tensora mikroznieksztalcenia
P (wiecej szczegdtéw mozna znalez¢ w artykutach [2], 3] oraz [4]).

Podczas mojego referatu zaprezentuje gtéwne wyniki z artykutéw [2], [3] oraz [4], do-
tyczace H'—-regularnosci dla tensora mikroznieksztatcenia P. Uzyskana regularno$é ma
istotne znaczenie praktyczne, poniewaz pozwala na proste zastosowanie standardowych
skoniczonych elementéw H' w gtadkich przypadkach, unikajac koniecznoéci bardziej skom-
plikowanej implementacji elementéw Nédélec - H(Curl; ©2).

[1] S. Owczarek, I.-D. Ghiba, P. Neff, A note on local higher regularity in the dynamic linear relaxed micromorphic model,
Mathematical Methods in the Applied Sciences, 2021, 44(18), 13855-13865.

[2] D. Knees, S. Owczarek, P. Neff, A local regularity result for the relaxed micromorphic model based on inner variations,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 2023, 519(2), 126806.

[3] D. Knees, S. Owczarek, P. Neff, A global higher regularity result for the static relaxed micromorphic model on smooth
domains, preprint, arXiv:2307.02621, Accepted in Proceedings of the Royal Society of Edinburgh Section A: Mathematics,
2024.

[4] D. Knees, S. Owczarek, P. Neff, Global regularity for a physically nonlinear version of the relaxed micromorphic model
on Lipschitz domains, preprint, arXiv:2403.17451v1, 2024.
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SEABE ROZWIAZANIA STACJONARNEGO ROWNANIA NAVIERA—STOKESA
DLA SCISLIWYCH PEYNOW NIENEWTONOWSKICH

Maja Szlenk
Uniwersytet Warszawski
e-mail: m.szlenk@uw.edu.pl

Opowiem o moich ostatnich wynikach, otrzymanych we wspoétpracy z Cosminem Bur-
tea [1]. Pokazujemy istnienie stabych rozwiazan stacjonarnego, $cisliwego réwnania Naviera—
Stokesa dla ptynéow nienewtonowskich. Nasze zatozenia uwzgledniaja klase ptyndéw, dla
ktorych tensor naprezen jest proporcjonalny do [Du|"~?Du dla pewnego r > 1 zaleznego
od wymiaru, gdzie Du oznacza symetryczny gradient wektora predkosci.

[1] C. Burtea, M. Szlenk, Weak solutions to the Navier-Stokes equations for steady compressible non-Newtonian fluids,
preprint, arXiv:2401.05328
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PEYNY SCISLIWE NA OBSZARACH ZMIENNYCH W CZASIE

Aneta Wréblewska-Kaminska
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: awrob@impan.pl

Przedmiotem naszych rozwazan jest $cisliwy ptyn w obszarze, ktory moze zmieniac¢
ksztalt w czasie. Przeptyw osrodka opisany jest uktadem Naviera-Stokesa-Fouriera. Kon-
centrujemy si¢ na istnieniu stabych warjacyjnych rozwigzan dla systemu z warunkiem
poslizgu dla pola predkosci i zachowawczym warunkiem dla przeptywu ciepta. Wspomne
rowniez o strategii dla warunku bez poglizgu. Dowdd istnienia rozwigzan oparty jest o kon-
strukcje odpowiedniej penalizacji/aproksymacji. Przedstawie réwniez rezultat dotyczacy
analizy uktadu wzgledem matej liczby Macha.

Rezultat then jest oparty o wspdlne prace z O. Kreml, V. Mach4, S. Necasov4 i jest
czescig swiezej monografii: Mathematical theory of compressible fluids on moving domains
(O. Kreml, V. Mdcha, S. Necasova, T. Piasecki).
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DYFUZJA 1 ADWEKCJA W MODELACH POPULACYJNYCH TYPU
LOTKI-VOLTERRY

Dariusz Wrzosek
Uniwersytet Warszawski
e-mail: darekw@mimuw.edu.pl

Rozwazamy uktad réwnan opisujacy oddziatywania dwdch populacji o gestosciach N i P
okreslonych na obszarze ograniczonym €2 C R" o gtadkim brzegu

N; = D,AN +V - (u(N)VP) + a;N — ayN* — azNP,
P, = D, AP + 3P — 5P + 33N P. 5

Uktad uzupelniaja warunki poczatkowe z przestrzeni Sobolewa W1P(Q2), p > n, i jedno-
rodne warunki brzegowe typu Neumanna. Wspétczynniki D,, , D, sg staltymi dyfuzji.

Drugi czton po prawej stronie w pierwszym réwnaniu oznacza adwekcje w kierun-
ku przeciwnym do gradientu gestosci P i odpowiada, w zaleznosci od sytuacji, strategii
unikania drapieznika lub konkurenta. Alternatywnie ze wzgledu na znak + moze by¢ on
nazwany jako czton taksji odpychajacej. Funkcja

xN

N)= -+ —
M( ) 1+0oN

opisuje ttumienie predkosci zalezne od gestosci, a y > 0 jest wspotczynnikiem czutosci tak-
sji. Cztony kinetyczne maja interpretacje takg jak w klasycznym uktadzie Lotki-Volterry i
jedyne zatozenia ktore przyjmujemy, sa nastepujace: oy, 51 € R, aw, B2, a3 > 0. Jesli cho-
dzi o globalne istnienie rozwigzan, mozemy zaltozyé¢, ze a1 = a1 (N, P) i f; = (1(V, P) sa
gtadkimi funkcjami ograniczonymi. Znak wspotczynnika 33 odgrywa kluczowa role. Jego
dodatnio$¢ odpowiada interakcji typu drapieznik-ofiara prowadzac do istotnych proble-
méw matematycznych zwiazanych z istnieniem globalnych klasycznych rozwigzan, nato-
miast przypadek 33 < 0 odnosi sie do przypadku konkurencji miedzygatunkowej i wtedy N
i P oznaczaja gestosci populacji konkurentéw. Dla przypadku drapieznik-ofiara (83 > 0)
i wymiaru przestrzennego n = 2 lub w przypadku konkurencji (#3 < 0) i n = 3 ttumienie
predkosci (o > 0) okazuje sie warunkiem wystarczajacym dla zapobiezenia wybuchowi
rozwiazania w czasie skonczonym. Ponadto ttumienie predkosci mozna pominaé (o = 0)
dla przypadku modelu konkurencji gdy n < 2. Z symulacji numerycznych wynika, ze ttu-
mienie predkosci wydaje si¢ by¢ takze wymogiem koniecznym dla zapobiezenia wybuchu
rozwigzania w przypadku uktadu drapieznik-ofiara w wymiarze przestrzennym n = 2.
Précz istnienia globalnych klasycznych rozwigzan zajmujemy sie takze powstawaniem
wzorcow przestrzennych. Referat bedzie oparty gltéwnie na pracy [1] i odnosit sie do prac

[2]-[4]-

[1] P. Mishra, D.W., The role of repulsive taxis in Lotka-Volterra-type models of predation and competition in space di-
mension n > 1., w przygotowaniu,

[2] P. Mishra, D.W., Pursuit-evasion dynamics for Bazykin-type predator-prey model with indirect predator taxis, J. Diff.
Eq., 2023,361, 391-416

[3] P. Mishra, D.W., Repulsive chemotaxis and predator evasion in predator-prey models with diffusion and prey-taxis.,
Math. Models. Methods in Nonlin. Sciences , 2022, 32, 11-42

[4] P. Mishra, D.W., Schoener-Polis-Holt’s model of the intraguild predation with predator taxis and repulsive chemotaxis,
DCDS-B, d0i:10.3934/dcdsb.2024062
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APROKSYMACJA I INTERPOLACJA ODWZOROWAN W ROZMAITOSCI
JEDNOSTAJNIE RETRAKCYJNIE WYMIERNE

Juliusz Banecki
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: juliusz.banecki@student.uj.edu.pl

W referacie opowiem o pewnym wzmocnieniu wynikéw pracy [1] w preprincie [2]. Do-
tyczy ono mozliwosci aproksymacji odwzorowan cigglych miedzy rozmaitosciami algebra-
icznymi rzeczywistymi f : X — Y odwzorowaniami regularnymi relatywnie do podrozma-
itodci Z rozmaitosci X. Okazuje sig, ze taka mozliwos$¢ zachodzi przy pewnych zalozeniach
o klasie homotopii f oraz o rozmaitosciach Y i Z. Wtasnos¢, ktora Y musi spetniaé¢ aby
aproksymacja byta mozliwa (bedaca analogiem wlasnosci ,malleable” wprowadzonej w
[1]) jest lokalna i prosta w sformutowaniu. Opowiem takze o pewnych konsekwencjach
gtownego twierdzenia niezwigzanych z aproksymacja.

[1] J. Bochnak, W. Kucharz, On approximation of maps into real algebraic homogeneous spaces (with an appendix by Jdnos
Kollar), Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 161 (2022) 111-134
[2] J. Banecki, Relative Stone-Weierstrass theorem for maps between varieties, preprint, 2024
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APROKSYMACJA ODWZOROWAN ROZNICZKOWALNYCH O WARTOSCIACH
W ZBIORACH ALGEBRAICZNYCH

Marcin Bilski
Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow
e-mail: marcin.bilski@im.uj.edu.pl

Niech M C R"™ bedzie podzbiorem zwartym, a V C R™ nieosobliwym podzbiorem
algebraicznym. Odwzorowanie f = (f1,...,fm) : M — V nazywamy regularnym jesli
dla kazdej sktadowej f; istnieja P;, Q; € Rlzy,...,z,] takie, ze @; nie znika w zadnym
punkcie zbioru M oraz f;(z) = Pi(x)/Q;(z) dla kazdego x € M.

Moéwimy, ze odwzorowanie g : M — V jest klasy C*, jedli jest ono zacie$nieniem
odwzorowania U — V klasy C* (w zwyktym sensie), okreslonego na otoczeniu otwartym
U zbioru M w R". Zbioér C*(M, V) odwzorowan z M do V klasy C* mozna wyposazy¢ w
C* topologie bedaca uogdlnieniem zwarto-otwartej C* topologii dobrze znanej, gdy M jest
dodatkowo rozmaitoscia gtadka.

Wiadomo, ze aproksymacja odwzorowan M — V klasy C¥ odwzorowaniami regularny-
mi w C* topologii na ogét nie jest mozliwa (nawet w bardzo prostych przypadkach, np. gdy
V' jest sfera jednostkowa w R™). Sytuacja znaczaco poprawia sie jesli aproksymacje wy-
konamy przy pomocy odwzorowan M — V powstalych przez sklejenie skonczonej liczby
odwzorowan regularnych okreslonych na podzbiorach dziedziny M. Opowiem o wynikach
dotyczacych takiej wtasnie aproksymacji, uzyskanych wspolnie z Wojciechem Kucharzem.
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WIELOMIANY ZALEZNE OD WSPOLCZYNNIKOW PARAMETRYZACJI
PUISEUX

Beata Gryszka
Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
e-mail: bhejmej1f@gmail . com

Niech I' bedzie kietkiem nierozktadalnej zespolonej analitycznej krzywej ptaskiej w po-
czatku uktadu wspotrzednych. Wtedy I' moze by¢ opisany na dwa sposoby: za pomo-
ca parametryzacji x = t",y = Y2, a;t" lub za pomoca réwnania f(z,y) = 0, gdzie
[ =2, cia'y’ € Cl[x]][y] jest wielomianem Weierstrassa stopnia n. Wspétezynniki ¢;; sa
wielomianami od wspotczynnikow ay, zatem kazdy wielomian zalezny od wspotezynnikéw
¢;; moze by¢ zapisany jako wielomian od wspoétczynnikéw ai. W referacie zaprezentujemy
czeSciowy wynik odwrotny, tzn. pokazemy, ze kazdy wielomian Q(aq,as, ...) spelniaja-
cy pewne naturalne zatozenia moze zosta¢ zapisany jako funkcja wymierna zalezna od
wspOtczynnikow c;;.

[1] B. Gryszka, J. Gwozdziewicz, Non-degeneracy conditions for plane branches, preprint, ArXiv:2303.11300
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O ROZKLADZIE KRZYWEJ POLARNEJ

Janusz Gwozdziewicz
Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
e-mail: janusz.gwozdziewicz@up.krakow.pl

7 kazda zespolong krzywa analityczng oraz krzyws gladka przechodzacymi przez po-
czatek uktadu wspotrzednych ptaszezyzny zespolonej mozna zwigzaé tak zwana krzywa
polarna. W najprostszym przypadku gdy krzywa analityczna ma réwnanie f(z,y) =0 a
krzywa gltadka jest x = 0, krzywa polarna zadana jest rownaniem g—i(x, y) = 0. Okazuje
sie, ze w pewnym sensie krzywa polarna dobrze przylega do wyjsciowej krzywej. Miarg
tego przylegania jest tak zwany kontakt logarytmiczny. Kontakty logarytmiczne pomiedzy
sktadowymi nierozkladalnymi krzywej i krzywej polarnej mozna zilustrowac¢ przy pomocy
tak zwanego drzewa Eggersa. Pokazemy przy jakich dodatkowych zatozeniach rozktad Eg-
gersa zespolonej krzywej polarnej przenosi sie na krzywe polarne nad ciatami o dodatniej
charakterystyce. Wyniki dotyczace dodatniej charakterystyki zostaly uzyskane wspdlnie
z Ewelig Garcia Barroso i Ang Belen de Felipe.

[1] M. Merle, Invariants polaires des courbes planes, Invent. Math., 1977, 41, 103-111
[2] H. Eggers, Polarinvarianten und die Topologie von Kurvensingularitaten, Bonner Mathematische Schriften, 1983, 147
[3] E. R. Garcia Barroso, Sur les courbes polaires d’une courbe plane reduite, Proc. London Math. Soc., 2000, 81, 1-28
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TESTOWANIE CIAGLOéCI FUNKCJI WYMIERNYCH ZA POMOCA
SPECJALNEJ RODZINY KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH

Filip Kolomyjec
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: filip.kolomyjec@student.uj.edu.pl

Niech X bedzie rzeczywistym zbiorem algebraicznym nieosobliwym, spojnym. Funk-
cje f: X — R nazywamy wymierng cigglg, jesli jest ciggta i przedstawia sie jako iloraz
wielomianéw na podzbiorze otwartym, gestym w topologii Zariskiego. W 2018 r. Kollar,
Kucharz, Kurdyka udowodnili, ze warunek ten zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy restryk-
cja funkcji f do dowolnej krzywej algebraicznej nierozktadalnej jest wymierna ciggta. Po-
kazemy, ze klase krzywych testujacych mozna ograniczy¢ do krzywych homeomorficznych
z okregami, majacych najwyzej jeden punkt osobliwy. Uzasadnimy rowniez, ze krzywe
zadnej klasy CF nie sg wystarczajace.

Referat na podstawie wspélnych wynikéw uzyskanych z M. Bilskim.
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SUMY WYZSZYCH POTEG W RZECZYWISTEJ GEOMETRII
ALGEBRAICZNEJ

Tomasz Kowalczyk
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: tomek.kowalczyk@uj.edu.pl

Niech R bedzie pierécieniem przemiennym z jedynka oraz niech n € N. Definiujemy
2n-ta liczbe pitagorejska pierscienia R jako najmniejsza dodatnig liczbe naturalna g, taka,
ze dowolna suma 2n-tych poteg da si¢ zapisa¢ jako suma co najwyzej g 2n-tych poteg.

Przypadek n = 1 jest znany w literaturze jako liczba pitagorejska pierscienia (czasem
liczba Waringa). 2-ga liczba pitagorejska jest Scisle zwiazana z teoria form kwadratowych,
na temat ktorych wiemy bardzo duzo. Problemy pojawiaja sig, jesli rozpatrujemy sumy
wyzszych poteg. Kazda forma kwadratowa jest diagonalizowalna i wiadomo, ze nie jest
to prawda dla form wyzszych stopni. Teoria form wyzszych stopni jest znacznie bardziej
skomplikowana i znacznie mniej rozwinieta.

Niech X C R™ bedzie nierozktadalnym zbiorem algebraicznym a R(X) pierScieniem
funkcji rzeczywistych okreslonych na X. Podczas referatu omoéwimy gtéwne wyniki oraz
problemy zwiazane z liczeniem wyzszych liczb pitagorejskich pierscieni. Rozpatrzymy na-
stepujace przypadki: R(X) to ciato funkcji wymiernych na X [2], R(X) to pierécien funkeji
k-regulous [1], R(X) to pierScien wspotrzednych zbioru algebraicznego [2,4,6] oraz naj-
nowszy przypadek gdzie R(X) to pierécien funkeji regularnych [5].

[1] J. Banecki, T. Kowalczyk, Sums of even powers of k-regulous functions, Indagationes Mathematicae, 2022, 34, 477-487
[2] E. Becker, The real holomorphy ring and sums of 2n-th powers, Géométrie algébrique réelle et formes quadratiques,
Lecture Notes in Mathematics, 1981, 959, 139-181.

[3] K. Blachut, T. Kowalczyk, Sums of squares on hypersurfaces, Results in Mathematics, 2024, 79, article number 90

[4] M-D. Choi, Z.D. Dai, T.Y. Lam, B. Reznick, The Pythagoras number of some affine algebras and local algebras, Journal
fir die reine und angewandte Mathematik, 1982, 336, 45-82.

[5] T. Kowalczyk, Theorem of Cassels and sums of squares of regular functions, preprint, w przygotowaniu.

[6] T. Kowalczyk, J. Vill, Sums of even powers of polynomials, preprint, ArXiv:2311.07356
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TOPOLOGIA PRZESTRZENI RZECZYWISTYCH ODWZOROWAN
REGULARNYCH

Wojciech Kucharz
Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiellonskiego
e-mail: Wojciech.Kucharz@im.uj.edu.pl

Dla dowolnych dwdch rzeczywistych rozmaitosci algebraicznych X i Y, niech R(X,Y)
oznacza zbiér wszystkich odwzorowan regularnych X — Y. Zbiér R(X,Y) bedzie trakto-
wany jako podprzestrzen przestrzeni C(X,Y’) wszystkich odwzorowan ciagtych X — Y.
Przestrzen C(X,Y') jest wyposazona w topologie zwarto-otwarta. Pokazemy, ze przy odpo-
wiednich zatozeniach kazda sktadowa tukowo spdjna przestrzeni C(X,Y') zawiera co naj-
wyzej jedna sktadowa hukowo spdjna przestrzeni R(X,Y), a dla kazdej liczby caltkowitej
k > 1 inkluzja R(X,Y) C C(X,Y) indukuje izomorfizm miedzy k-tymi grupami homoto-
pii odpowiednich sktadowych tukowo spojnych. Ponadto, podamy interesujace przyktady,
w ktorych inkluzja R(X,Y) C C(X,Y) jest staba réwnowaznoscia homotopijna. Uzyskane
wyniki stanowia znaczace uogélnienie pracy [3]. Kluczowe znaczenie dla dowodéw maja
nowe prace Juliusza Baneckiego [1] 1 [2].

[1] J. Banecki, Algebraic homotopy classes, J. Math. Pures Appl., to appear, arXiv:2402.05205, 2024

[2] J. Banecki, Relative Stone-Weierstrass theorem for maps between varieties, preprint, 2024

[3] J. Bochnak and W.Kucharz, The homotopy groups of some spaces of real algebraic morphisms, Bull. London Math.
Soc., 1993, 25(4), 385-392
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PRYNCYPALIZACJA IDEALOW SZEREGOW FORMALNYCH ZA POMOCA
TRANSFORMACJI ELEMENTARNYCH

Krzysztof Kurdyka
Université Savoie Mont Blanc, CNRS UMR 5127

e-mail: kurdyka@univ-smb.fr

Niech K bedzie cialem, odwzorowanie ¢ : K" — K™ nazywamy transformacjq ele-
mentarng, jesli po permutacji zmiennych, dla pewnego 1 < r < n, jest postaci

O(T1, o Ty Tp) = (T Ty ooy T 1Ty Ty s v+, ).

J. Kollar [1] twierdzi, ze dowolny ideal w pierscieniu szeregéw formalnych nad K, po
podstawieniu odpowiedniego skonczonego ztozenia transformacje elementarnych staje sie
ideatem gléwnym. Dow6d podany w [1] odwotuje sie do bardzo zaawansowanych metod
teorii rozwigzywania osobliwo$ci. Przedstawie elementarny dowod tego twierdzenia.

Nastepnie wyjasnie jak to twierdzenie jest zastosowane do gtéwnego wyniku [1], ktory
méwi co nastepuje. Niech f : (R™,0) — (R,0) bedzie kietkiem funkcji subanalitycznej
i lukowo-analitycznej, na przyklad kietkiem funkcji wymiernej ciagtej. Jesli dla kazdego
ciagu liczb naturalnych ¢;, i = 1, ..., n wyktadniki szeregu f(¢%',...,t?) naleza do pdl-
grupy generowanej przez q;, ¢ = 1,...,n, to wéwczas kietek f jest analityczny. Wynik ten
jest rozwinieciem [2] gdzie analogiczne twierdzenie jest udowodnione dla n = 2.

[1] , J. Kollar, Real analytic functions and monomial curves, Bull. Pol. Acad. Sci. Math. 71 (2023), no. 1, 53-63.
[2] , W Kucharz, K Kurdyka, Analytic functions and Nash functions along curves, Selecta Mathematica 29 (1), 16
(2023).
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FUNKCJE KLASY CP W STRUKTURACH O-MINIMALNYCH

Rafal Pierzchata
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: rafal.pierzchala@uj.edu.pl

Przedstawimy pewne rezultaty i przyktady dotyczace klasy CP dla funkcji definiowal-
nych w strukturach o-minimalnych.
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O PEWNEJ EFEKTYWNEJ WERSJI TWIERDZENIA BERTINIEGO

Tomasz Rodak
Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego, ul. S. Banacha 22, 90-238
b.odz

e-mail: tomasz.rodak@wmii.uni.lodz.pl

Adam Rézycki
Wydziat Matematyki i Informatyki Uniwersytetu f.06dzkiego, ul. S. Banacha 22, 90-238
bLodz
e-mail: adam.rozycki@wmii.uni.lodz.pl

Stanistaw Spodzieja
Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego, ul. S. Banacha 22, 90-238
b.odz
e-mail: stanislaw.spodzieja@wmii.uni.lodz.pl

Klasyczne twierdzenie Bertiniego o generycznym przecieciu zbioru algebraicznego z hi-
perplaszezyznami méwi, ze (patrz Twierdzenie 8.18 w ksiazce [2])

Twierdzenie Bertiniego. Niech X bedzie nieosobliwg domknietq podrozmaitosciq prze-
strzeni Py, gdzie k jest ciatem algebraicznie domknietym. Wtedy istnieje hiperplaszczyzna
H C P} niezawierajgca X 1@ taka, Ze schemat H N X jest w kazdym punkcie regularny.
(Wiasciwie, jesli dim X > 2, to HNX jest spdjny, a wiec nierozktadalny, a wiec HNX jest
rozmaito$cig nieosobliwg). Ponadto zbior hiperplaszczyzn o tej wlasnosci tworzy otwarty
i gesty podzbidr pelnego systemu liniowego |H|, rozpatrywanego jako przestrzen rzutowa.

Pokazemy, ze mozna efektywnie wskazaé skonczong rodzine hiperptaszczyzn H, z kto-
rych przynajmniej jedna spelnia teze twierdzenia Bertiniego.

[1] A. Hashemi, J. Heintz, L.M. Pardo, P. Solern6, On Bézout inequalities for non-homogeneous polynomial ideals, J. Sym-
bolic Comput., 2021, 106, 1-22

[2] R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer Science+Business Media, Inc., 1977

[3] S.L. Kleiman, Bertini and his two fundamental theorems. Studies in the history of modern mathematics, III, Rend.
Circ. Mat. Palermo (2) Suppl, 1998, 55, 9-37

[4] S. Lojasiewicz, Introduction to complex analytic geometry, Birkhduser Verlag, Basel, 1991

[5] D. Mumford, Algebraic geometry I, Complex projective varieties, Springer-Verlag, 1991

[6] T. Rodak, A. Rgzycki, S. Spodzieja, Effective Bertini theorem and formulas for multiplicity and the local Lojasiewicz
exponent, Bull. Sci. Math., 2021, 173, Paper No. 103066, 27 pp.

[7] LR. Shafarevich, Basic algebraic geometry. 1, Springer, Heidelberg, 2013

[8] B. Sturmfels, N.V. Trung, W. Vogel, Bounds on degrees of projective schemes, Math. Ann., 1995, 302(3), 417432

[9] O. Zariski, P. Samuel, Commutative Algebra (Vol. I, II), Van Nostrand, Princeton, 1958, 1960
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Wokdr HIPOTEZY PULLBACKU

Karolina Zajac
Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie
e-mail: karolina99.zajacQuj.edu.pl

Rozwazmy nastepujacy problem: dana jest funkcja holomorficzna f: C* — C" wia-
Sciwa i taka, ze f~1(0) = {0}, oraz osobliwy kietek analityczny (W,0) C (C",0). Niech
V = f~}(W) bedzie pelnym przeciwobrazem (pullbackiem) reprezentanta . Chcemy
wykazaé, ze wtedy kietek (V,0) réwniez jest osobliwy.

Powyzszy problem dotyczacy cofania osobliwosci kietka analitycznego zostal postawio-
ny w 2007 r. przez P. Ebenfelta i L. Rothschild, ktérzy w artykule [2] wykazali prawdziwosé
hipotezy przy zalozeniu, ze V ¢ {Jac f = 0}. W przypadku ogélnym hipoteza po dzis
dzien nie doczekala si¢ rozstrzygniecia.

Rozpoczniemy od krétkiego omoéwienia opublikowanych dotychczas wynikoéw czescio-
wych, opisanych kolejno w pracach [1], [3] i [4]. Nastepnie przedstawimy dwa nowe rezulta-
ty, prowadzace do rozwigzania hipotezy w przypadku globalnym dla zbioru algebraiczne-
go i funkcji wielomianowej wlasciwej, jak réwniez przy zatozeniu, ze codimySng W = 1.
W obydwu przypadkach odpowiedZ na postawione pytanie jest pozytywna (praca wspélna
z M. P. Denkowskim).

[1] M. P. Denkowski, Multiplicity and the pull-back problem, Manuscripta Math., 2016, 149(1-2), 83-91

[2] P. Ebenfelt, L. Rothschild, Images of real submanifolds under finite holomorphic mappings, Comm. Anal. Geom., 2007,
15(3), 491-507

[3] L. Giraldo, R. Roeder, Pulling back singularities, Proc. A. M. S., 2020, 148(3), 1207-1217

[4] J. Lebl, Pullback of varieties by finite maps, preprint, ArXiv:0812:2498
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ROZMAITOSCI SEMIABELOWE I PROBLEM BADANIA LINIOWEJ
ZALEZNOSCI PUNKTOW

Dorota Blinkiewicz
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
e-mail: dorota.blinkiewicz@amu.edu.pl

W czasie wyktadu oméwi¢ problem badania liniowej zaleznosci dla rozmaitosci semiabe-
lowych. Przedstawie przyktady, dla ktorych lokalno-globalny problem logarytmu dyskret-
nego o bazie wieloelementowej (ang. the local to global multiple base discrete logarithm
problem) nie zachodzi, a ktoére to przyktady prowadza do konstrukeji dzikich 1-motywow.
W szczegdlnosci omowie lokalno-globalny problem logarytmu dyskretnego o bazie wielo-
elementowej dla Z oparty na trzech liczbach pierwszych oraz dla E4(Q()) oparty na trzech
punktach, gdzie E; : y* = 23— d?z jest krzywa eliptyczng z mnozeniem zespolonym (patrz
[3]). Wynik ten rozszerza wyniki z [1] oraz [2].

[1] G. Banaszak, D. Blinkiewicz, Families of wild 1-motives, preprint, 2023

[2] D. Blinkiewicz, On multiple base discrete logarithm problem in G2, and E7, Banach Center Publications, 2021, 124,
27-33

[3] D. Blinkiewicz, Multiple base discrete logarithm problem based on three primes in Z and three points in E4(Q(¢)),
przyjete do publikacji, 2024
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TWIERDZENIE HADAMARDA O ILORAZIE DLA WIELOMIANOW
UOGOLNIONYCH

Jakub Byszewski
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: jakub.byszewski@uj.edu.pl

Suma i iloczyn dwoch ciagéw liniowo rekurencyjnych jest rowniez ciagiem liniowo re-
kurencyjnym; zazwyczaj nie jest tak jednak w przypadku ich ilorazu. Jest tak dlatego,
ze wartosci ciggu liniowo rekurencyjnego leza z koniecznosci w pewnym skonczenie gene-
rowanym pierscieniu i wtasnos¢ ta nie jest zachowywana przy braniu ilorazu. Klasyczne
twierdzenie Hadamarda o ilorazie glosi, ze powyzszy ,warunek skonczonosci” jest jedy-
ng przyczyna, dla ktorej iloraz dwoch ciggdéw liniowo rekurencyjnych moze przestaé byé
ciggiem liniowo rekurencyjnym.

W referacie sformutuje wersje twierdzenia Hadamarda o ilorazie dla ciagdéw zadanych
przez wielomiany uogélnione, czyli funkcje, ktore mozna wyrazi¢ przy pomocy zwyktych
operacji algebraicznych (dodawanie, mnozenie) oraz operacji brania czesci catkowitej.
Wielomiany uogélnione byly intensywnie badane (zaréwno explicite jak i implicite) w
teorii liczb oraz teorii ergodycznej i sg sScisle zwigzane z dynamika na nilrozmaitosciach.
Pokazemy, w jaki sposoéb mozna uzy¢ metod pochodzacych z dynamiki i teorii ergodycznej,
by otrzymac¢ wnioski dotyczace arytmetycznego zachowania ilorazéw dwoch wielomiandw
uogolnionych. Sformutujemy réwniez kilka problemoéw otwartych.

Referat bedzie oparty na wspoélnej pracy z Jakubem Koniecznym (Oxford).
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O NIEROWNOSCI TYPU BESSENRODT-ONO DLA FUNKCJI A-PARTYCJI

Krystian Gajdzica
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: krystian.gajdzica@doctoral.uj.edu.pl

W roku 2016 Christina Bessenrodt i Ken Ono udowodnili, ze klasyczna funkcja partycji
p(n) spelia nieréwnosé postaci

p(a)p(b) > p(a +b)

dla wszystkich liczb naturalnych a, b > 1 takich, ze a4+ b > 9. Powyzsze twierdzenie zapo-
czatkowato szereg badan zwiazanych z poszukiwaniem podobnych rezultatow dla innych
wariantow funkcji partycji.

Podczas referatu omowimy analogon powyzszej nieréwnos¢ w kontekscie tak zwanej
funkeji A-partycji pa(n), czyli funkcji zliczajacej wytacznie te partycje liczby n, ktérych
sktadowe nalezg do ustalonego multizbioru A liczb catkowitych dodatnich. Ponadto pro-
blem ten rozpatrzymy réwniez dla pewnej rodziny wielomianéw $cisle zwigzanej z funkcja
pa(n). Referat bedzie oparty na pracach [1,2,3,4].

[1] K. Gajdzica, Log-concavity of the restricted partition function p 4(n, k) and the new Bessenrodt-Ono type inequality, J.
Number Theory, 2023, 251, 31-65

[2] K. Gajdzica, B. Heim, M. Neuhauser, Polynomization of the Bessenrodt—-Ono Type Inequalities for A-Partition Func-
tions, Annals of Combinatorics, 2024

[3] K. Gajdzica, P. Miska, M. Ulas, On a general approach to Bessenrodt-Ono type inequalities and log-concavity properties,
Annals of Combinatorics, 2024

[4] K. Gajdzica, On the Bessenrodt-Ono type inequality for a wide class of A-partition functions, preprint, ArXiv:2401.16267
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» WYKELADNICZA” TORSJA SUPERELIPTYCZNYCH JAKOBIANOW

Jedrzej Garnek
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu/Instytut Matematyczny PAN
e-mail: jgarnek@amu.edu.pl

Referat dotyczy¢ bedzie reprezentacji Galois rozmaitosci abelowych i Jakobianéw krzy-
wych. Rozmaitosci abelowe to zbiory zadane przez rownania wielomianowe, ktérych punk-
ty mozna dodawa¢. Kazda krzywa zanurza sie w rozmaito$¢ abelowa zwana Jakobianem.
Niewymiernos¢ wspotrzednych punktéw skonczonego rzedu Jakobianu mozna wyrazic¢ za
pomocy reprezentacji grupy Galois ciata liczb wymiernych (jednej z najwazniejszych grup
w matematyce). Reprezentacje te odgrywaja centralna role np. w dowodzie Wielkiego
Twierdzenia Fermata oraz w programie Langlandsa. Hipoteza Mumforda-Tate’a opisu-
je obraz reprezentacji Galois zwigzanej z rozmaitoscia w terminach grupy algebraicznej
pochodzacej od topologii rozmaitosci (a dokladniej jej struktury Hodge’a). Hipoteza ta
stanowi rowniez pomost miedzy hipotezg Tate’a a hipotezg Hodge’a, jednym z siedmiu
probleméw milenijnych.

W swoim referacie skupie sie na ,wyktadniczej” torsji Jakobianéw krzywych postaci
y* = f(x), tzn. torsji rzedu (" dla n > 1. W szczegdlnoéci, przy pewnych drobnych
zalozeniach, wyznacze obraz (-adycznej reprezentacji Galois. Zastosowaniem uzyskanych
wynikéw jest dowodd hipotezy Hodge’a, hipotezy Tate’a oraz hipotezy Mumforda-Tate’a
dla badanych rozmaitosci.
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ROZWINIECIA TYPU DWUMIANOWEGO

Karol Gryksza
Uniwersystet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
e-mail: karol.gryszka@uken.krakow.pl

Klasyczne rozwiniecie dwumianowe swoja historie rozpoczyna najprawdopodobniej juz
od czaséw Euklidesa. W kolejnym wieku hinduski matematyk Pingala prezentuje to, co
6wczesnie nazywamy trojkatem Pascala. Wspolczednie wiemy, ze wszystkie wielomiany p,
nasladujace rozwiniecie dwumianowe, a wiec bedace rozwigzaniem réwnania

pal@ +y) = Xn: (Z)pk(x)pn—k(y),

k=0

sa charakteryzowane przez tak zwany operator Delta [1]. W zwiazku z tym nasuwa sie
naturalne pytanie: co dalej?
Rozwazmy klasyczne rozwiniecie dwumianowe, zapisane w nastepujacej postaci:

(a+b)* = Zk: (l;) albh i,

J=0

Jesli teraz dobierzemy liczbe bezkwadratowa n i taka, ze w(n) = k, to powyzsze rozwiniecie
daje sie zapisa¢ w rOwnowaznej postaci

0, + b w(n) Z a” bw(n)fw(d). (1)

din

Powyzszy wzoér wyglada w swojej postaci podobnie do klasycznego, co prowadzi do szeregu
naturalnych pytan. Celem tych pytan jest otrzymanie tozsamosci podobnych do (1), w
ktorych prawa strona podlega pewnym uogdélnieniom, gdy lewa strona jest ta, ktéra moze
ulega¢ istotnym zmianom.

W trakcie referatu opowiem o mozliwych uogélnieniach tozsamosci (1) w wielu kie-
runkach: wicksza liczba zmiennych, ostabienie zatozen na liczbe n czy zastapienie funkcji
w inng (by¢ moze dowolng) funkcja arytmetyczng o rozsadnych wtasnosciach.

Referat na podstawie pracy [2] oraz niepublikowanych badan autora.

[1] M. Aigner, Combinatorial Theory, Springer, 1997
[2] K. Gryszka, Binomial formulas via divisors of numbers, Notes on Number Theory and Discrete Mathematics, 2021,
27(4), 122-128
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O LANCUCHACH I CYKLACH KRZYWYCH ELIPTYCZNYCH

Maciej Grzeskowiak
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
e-mail: maciejg@amu.edu.pl

Niech E/F, bedzie krzywy eliptyczng zdefiniowang na ciatem skonczonym F,,, gdzie p jest
liczbg pierwsza. Oznaczmy przez E(F,) grupe F,-wymiernych punktéow na E oraz przez
#E(F,) liczbe elementéw E(F,). Dla ustalonej liczby naturalnej s definiujemy, s-taicuch
krzywych eliptycznych jako ciag réznych krzywych Ey/F,,, ..., Es/F, spelniajacy

q | #El(Fpl)a p1 | #EQ(FP2)7 sy Ps—1 | #Es<]Fps)7

gdzie q,p1, ..., ps sa liczbami pierwszymi. Jesli p, = ¢, to s-tancuch nazywamy s-cyklem
krzywych eliptycznych. Silverman oraz Stange pokazali, ze dla dowolnego s istnieje s-cykl
krzywych eliptycznych [4]. Niech ¢, (¢, p) = 1 bedzie dzielnikiem pierwszym # E(IF, ). Stop-
niem zanurzenia krzywej E wzgledem ¢ nazywamy najmniejsza liczba naturalng k taka,
ze Elq] C E(F,r). Krzywe eliptyczne zdefiniowane nad ciatem [F,, ktére maja podgrupe
duzego rzedu q oraz maty stopien zanurzenia k wzgledem q sg nazywane pairing-friendly.

W ostatnich latach zaproponowano sie wiele protokotéw kryptograficznych opartych
na tzw. nieinteraktywnych dowodach z wiedza zerowa [2],[3]. Aby zaimplementowaé ta-
kie schematy kryptograficzne wymaga sie konstrukcji ciggu specjalnych krzywych elip-
tycznych zdefiniowanych nad cialem skonczonym, ktore tworza tancuch lub cykl. Kazda
krzywa w tej strukturze powinna posiada¢ odpowiednio duzy dzielnik pierwszy oraz jedno-
czesnie by¢ pairing-friendly wzgledem tego dzielnika. Podczas mojego referatu przedstawie
idee konstruowania takich krzywych, oméwie problemy otwarte zwigzane z tym zagadnie-
niem [1] oraz zaprezentuje algorytm znajdujacy tancuch krzywych, ktéry dziata w czasie
wielomianowym.

[1] M. Bellés-Muiioz, J. Urroz, J. Silva, Revisiting Cycles of Pairing-Friendly Elliptic Curves, CRYPTO 2023, LNCS 14082,
2023, 3-37

[2] C. Costello et al., Geppetto: Versatile Verifiable Computation, 2015 IEEE Symposium on Security and Privacy, San
Jose, CA, USA, 2015, 253-270

[3] J. Groth, On the Size of Pairing-Based Non-interactive Arguments, EUROCRYPT 2016, LNCS 9666, 2016, 305-326
[4] J. Silverman, K. Stange, Amicable Pairs and Aliquot Cycles for Elliptic Curves, Ezperiment. Math., 2011, 20(3) 329-357
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SZESCIENNE ROWNANIA PELLA NAD PIERSCIENIAMI WIELOMIANOW I
ARYTMETYKA KRZYWYCH SUPERELIPTYCZNYCH

Tomasz Jedrzejak
Uniwersytet Szczecinski, Instytut Matematyki
e-mail: tjedrzejak@gmail.com

Klasyczne réwnanie Pella to kwadratowe réwnanie diofantyczne postaci 22 — dy? = 1,
gdzie d € N nie jest kwadratem. Wiadomo, ze ma ono nieskonczenie wiele rozwiazan
i jest zwigzane z jednosciami w pierscieniach liczb algebraicznych ciat kwadratowych.
Jesli zamiast rozszerzen kwadratowych wezmiemy rozszerzenia szescienne postaci QQ (\3/3)

(teraz d € N nie jest szescianem), dostaniemy tzw. szescienne réwnania Pella, czyli o3 +
di? + d?2® — 3dzyz = 1 (zauwazmy, ze lewa strona jest norma elementu z +yv/d+ 2v/d? €
Z [\3/3} ). Réwniez ono ma nieskoriczenie wiele rozwiazan.

Istnieje analogia miedzy arytmetyka ciat liczbowych a ciat funkcyjnych jednej zmien-
nej. Problem znajdowania niestatych jednosci w tych ostatnich ciatach prowadzi do odpo-
wiednikéw réwnan Pella nad pierscieniami wielomianéw. Doktadniej, tytutowe rownanie
ma postac

P ()’ + D (2)Q(z)" + D (2)° R (2)* = 3D (2) P (2) Q (x) R (z) = 1, (1)

gdzie K jest cialem (lub tylko pierécieniem) i D (z) € K [x] ma dodatni stopien (w tym
referacie rozwazamy K = Q i D (x) = z°" + ax + b). Rozwiazanie (P, Q, R) réwnania (1)
nazywamy trywialnym, gdy @) = R = 0. W odréznieniu od diofantycznych szesciennych
réwnan Pella wielomianowe sze$cienne réwnanie Pella (1) moze nie posiadaé nietrywial-
nych rozwiazan. W istocie gtéwna trudnosé tkwi w rozstrzygnieciu czy takie ma (wiadomo,
ze jesli tak, to jest ich nieskonczenie wiele). Kryterium na istnienie nietrywialnego rozwia-
zania (1) zwiazane jest z arytmetyka rozmaitosci Jacobiego krzywych supereliptycznych
y® = D(x).

W referacie przedstawie znane rezultaty dotyczace tytulowych réwnan i opowiem o
moich ostatnio uzyskanych wynikach. W szczegdlnoscei, jesli ab = 0, to (1) ma nietrywial-
ne rozwiazania (dane jawnymi wzorami). Z drugiej strony, dla dowolnego n > 1 istnieje
nieskonczenie wiele par (a,b) takich, ze tytutowe réwnania nie majg nietrywialnych roz-
wiazan (mozna tez podaé jawne przyktady).

Referat bedzie oparty na pracy [1].

[1] T. Jedrzejak, Cubic Pell equations over polynomial rings and superelliptic curves y® = x3" + ax + b, preprint, submitted
2024
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O ROWNANIU DIOFANTYCZNYM 03(X,,) = 0,(X,,)

Piotr Miska
Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie
e-mail: piotr.miska@uj.edu.pl

Niech n > 3 oraz X,, = (71, ...,,). Oznaczmy przez oy(X,) k-ty standardowy wielo-
mian symetryczny n zmiennych, tj.

op(X,) = Z Haz‘l

Ic{l,..n}iel
#I=k

Przedmiotem referatu sa zbiory S(n) rozwiazan réwnania o9(X,,) = 0,,(X,,) w dodatnich

liczbach catkowitych z; < ... < x,. Pokazemy, ze dla kazdego n > 3 zbiér S(n) jest skon-

czony i podamy wzér na najwieksza wspélng warto$é wyrazen oo(X,) i 0,(X,,) oraz na

najwieksza wartos¢ x, wystepujaca w pewnym rozwigzaniu tytutowego réwnania. Oméo-

wimy rowniez zbior ilorazéw x,/,_1 sposrod wszystkich elementéw zbioru U, >3 S(n).
Wyniki pochodza ze wspélnej pracy z Maciejem Ulasem [1].

[1] P. Miska, M. Ulas, On the Diophantine equation o2(X,) = on(Xy), Int. Journal Number Theory, 2024, to appear, DOI:
10.1142/51793042124500635
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WSPOLNE WALUACJE WIELOMIANOW PODZIALU

Bartosz Naskrecki
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu/ Instytut Matematyczny PAN
e-mail: bartosz.naskrecki@amu.edu.pl

W tej prezentacji oméwimy wyniki wspodlnej pracy z Matteo Verzobio [1] dotyczace]
wspoélnych waluacji wielomianéw podziatu punktéw na krzywych eliptycznych. Dowodzi-
my formuly dla wyktadnika skracania miedzy wielomianami podziatlowymi ¢ i ¢ zwig-
zanych z sekwencja punktéw na krzywej eliptycznej zdefiniowanej nad ciatem o waluacji
dyskretnej. Formuta jest identyczna z wynikiem Yabuty-Voutiera [2]| dla przypadku skon-
czonego rozszerzenia ciata p-adycznego Qp i uogdlnia sie na przypadek niestandardowych
typow Kodairy dla niedoskonatych ciat rezydualnych. Nasz dowod zastosowany do przy-
padku Qp jest znacznie krotszy i opiera sie wylacznie na elementarnych wlasciwosciach
lokalnych wysokosci Nérona. Badanie ciggu skrocen ma kilka interesujacych zastosowan.
Na przyktad, znajomosé jego zachowania byta niezbedna do wykazania, ze kazdy dzielczy
cigg eliptyczny spetnia relacje rekurencyjng pierwotnie zdefiniowang przez Warda.

[1] B. Naskrecki, M. Verzobio, Common valuations of division polynomials, Proc. A. R. Soc. Edinb. , 2024, DOI:10.1017/prm.2024.7,
1-15

[2] P. Voutier and M. Yabuta, The greatest common valuation of ¢, and 1, at points on elliptic curves, J. Number.
Theory, 229 (2021), 16-38.
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UNIWERSALNOSC W KROTKICH PRZEDZIALACH

Yukasz Pankowski
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
e-mail: 1pan@amu.edu.pl

Podczas odczytu omoéwione zostang ostatnie wyniki dotyczace uniwersalnosci funkeji dze-
ta Riemanna w krotkich przedziatach. Zagadnienie to dotyczy znajdowania oszacowan
wielkosci H := H(T), dla ktérej kazdy przedzial postaci [T, T + H] zawiera, dla dosta-
tecznie duzego T, liczbe rzeczywista 7 taka, ze dowolnie zadana funkcje analityczna f(s)
mozna przyblizy¢ przez przesuniecia ((s + i7) (jednostajnie na zbiorze zwartym lezacym
w prawej potowie pasa krytycznego). Referat bedzie oparty na pracy [1].

[1] J. Andersson, R. Garunkstis, R. Kacinskaite, K. Nakai, L. Parikowski, A. Sourmelidis, R. Steuding, J. Steuding, S. Wana-
niyakul, Notes on universality in short intervals and exponential shifts, Lithuanian Mathematical Journal, 2024, 64, 125-137
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WYSTAPIENIA BLOKOW W ROZWINIECIU BINARNYM n I n + ¢

Bartosz Sobolewski
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: bartosz.sobolewski@uj.edu.pl

Niech s(n) oznacza sume cyfr binarnych liczby naturalnej n. W ostatnich latach uzy-
skane zostaly znaczace rezultaty dotyczace zachowania réznic postaci s(n+t) —s(n), gdzie
t jest ustalong liczba naturalna. Miedzy innymi, Spiegelhofer i Wallner [1] udowodnili, ze
gdy rozwiniecie binarne ¢ zawiera N(t) > Ny blokéw 01, to gestosé asymptotyczna

¢ =dens{n:s(n+1t)>s(n)}

spetnia nieréwnos¢ ¢; > 1/2. Wynik ten cze$ciowo potwierdza hipoteze sformultowang w
2011 roku przez Cusicka. Co wiecej, wykazali oni, ze gdy N(t) — oo, to rozktad s(n +
t) — s(n) zbiega jednostajnie do rozkladu normalnego (po przeskalowaniu).

Wiymniki te opieraja si¢ na asymptotycznych oszacowaniach, ktore nie sg wystarczajaco
precyzyjne, gdy N(t) jest mate. W trakcie referatu przedstawie dotychczasowe postepy
dotyczace tych ,trudnych przypadkéw” w kontekscie hipotezy Cusicka. Wykaze, ze zacho-
dzi ona dla N(t) = 1,2 i podam wzér ogdlny na ¢, ktéry moze stuzyé¢ jako punkt wyjscia
do dalszej analizy. Podam takze silniejsza hipoteze dotyczaca optymalnego ograniczenia
dolnego dla ¢; w zaleznosci od N(t), poparta wynikami numerycznymi.

Na koniec oméwie uogélnienie rozwazan na funkcje |n|,, zliczajace wystapienia dowol-
nego zadanego bloku cyfr w w zapisie binarnym n. W szczegdlnosci, sformutuje rezultat
moéwiacy, ze rozktad réznicy |n + t|, — [n|e réwniez jest zblizony do normalnego [2].

Referat na podstawie wspélnej pracy z Lukasem Spiegelhoferem (Uniwersytet w Le-
oben).

[1] L. Spiegelhofer, M. Wallner, The binary digits of n + ¢, Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci., 2023, 24(5), 1-31
[2] B. Sobolewski, L. Spiegelhofer, Block occurrences in the binary expansion, preprint, ArXiv:2309.00142
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O ROWNANIU 23 4 3 = aF + b

Maciej Ulas
Instytut Matematyki, Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: maciej.ulas@uj.edu.pl

Dla k € {4,5,6,7} rozwazamy réwnanie diofantyczne
23 9% = ad" £ 0, (1)

gdzie znaki wybierane sa niezaleznie i pytamy o istnienie dodatnich i wzglednie pierw-
szych rozwigzan w liczbach calkowitych. Latwo wykazaé, ze réwnanie 2 + y3 = a* + b*
ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych. Jest to szczegdlny przypadek
twierdzenia udowodnionego przez Landera, ktéry mozna tatwo uogédlni¢ na przypadek
rownan o réoznych znakach. Jesdli £ > 3, to rozwiazania skonstruowane metoda Landera
nie sg wzglednie pierwsze.

Roéwnanie (1) z obydwoma znakami “+” bylo obiektem badan Wagstaffa. W szcze-
golnosci wyznaczyt on wszystkie dodatnie rozwigzania wzglednie pierwsze w przedziale
a < b< M, gdzie M = 10000, 5000, 1400, 700 dla £ = 4,5,6,7 odpowiednio. Ponadto
przedstawil on dwa rozumowania heurystyczne, ktére sugeruja, ze jesli k = 4,5,6, to
réwnanie 22 + 1 = a* 4+ b* ma nieskonczenie wiele rozwiagzan w dodatnich liczbach cal-
kowitych, ktore sg wzglednie pierwsze, a w przypadku k£ > 7 jest takich rozwigzan tylko
skonczenie wiele. Wyniki Wagstaffa byly punktem wyjscia do badan, w ktoérych rozwa-
zam bardziej ogblne réwnanie (1) zaréwno z obliczeniowego, jak i teoretycznego punktu
widzenia. Doktadniej, udowodnimy, ze dla k£ = 4,6 i kazdego wyboru znakéw rozwazane
rOwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych, ktére sg
wzglednie pierwsze. Dla k = 5,7 przedstawione zostana wyniki obszernych poszukiwan
komputerowych rozwigzan spetniajacych warunek 0 < b < a < 50000.
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EqQuAL SuM ProbpucT PROBLEM

Maciej Zakarczemny
Politechnika Krakowska
e-mail: mzakarczemny@pk.edu.pl

Niech n bedzie liczba catkowita, n > 2. Oznaczmy przez N(n) liczbe catkowitych rozwia-
zan (x1, 2, ..., x,) rOwnania

T1+To+ ...+ Ty =21T2 ... Ty (1)

takich, ze 1 > 29 > ... > z, > 1. Podobnie dla ustalonego catkowitego dodatniego a
niech N,(n) to odpowiednia liczba rozwigzan réwnania

1+ 2o+ ...+ Ty, =ax X9 ... Ty.

Niech f(n) oznacza multiplikatywna funkcje partycji, tzn. liczbe réznych rozktadéw liczby
naturalnej n na czynniki catkowite wieksze od 1, gdzie kolejnos¢ czynnikéw nie ma zna-

czenia. W referacie opowiemy o silnym zwiazku miedzy ciagami (N (n)),>2 oraz (f(n))n>e.
W szczegblnosci N, f maja érednie tego samego rzedu, doktadniej Yoo a(n) ~ %
zar6wno dla a(n) = N(n), jak i dla a(n) = f(n). Ponadto dla obu N, f istnieje nieskon-
czenie wiele n, dla ktorych warto$ci wyrazéw znaczaco przekraczaja odpowiednie srednie.
Podamy tez rézne oszacowania i aproksymacje na N(n), N,(n) oraz ich sumy. Wyniki,
o ktérych bede mowil, zostaty otrzymane wspolnie z C. Sdndorem. Referat bedzie oparty
na pracach [1,2,3,4,5].

[1] A. Oppenheim, On an arithmetic function II, J. London Math. Soc., 1927, 2, 123-130
[2] C. Sédndor, M. Zakarczemny, Equal Sum and Product Problem III, preprint, arXiv:2405.11600v1 2024, 1-7
[3] A. Weingartner, On the Diophantine equation H:cz = Zmi, Integers, 2012, 12, Paper No. A57, 1-8

[4] M. Zakarczemny, On the Equal Sum and Product Problem, Acta Mathematica Universitatis Comenianae, 2021, 90, 4,
387-402

[5] M. Zakarczemny, Equal-Sum-Product Problem II, Canadian Mathematical Bulletin, 2023, 1-11
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UNIWERSALNE FORMY KWADRATOWE NAD CIALAMI LICZBOWYMI

Blazej Zmija
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: bzmija@impan.pl

Niech K bedzie ciatem calkowicie rzeczywistym a Ok bedzie jego pierécieniem ele-
mentéw catkowitych. Mowimy, ze forma kwadratowa o wspotczynnikach w O jest uni-
wersalna, jesli jest catkowicie dodatnio okreslona oraz reprezentuje wszystkie catkowicie
dodatnie elementy O.

W czasie referatu postaram si¢ przedstawi¢ aktualny stan wiedzy na temat uniwer-
salnych form kwadratowych. Najwiecej uwagi poswiece przypadkowi cial kwadratowych
K=Q (\/5) dla bezkwadratowego D > 0. Moim celem bedzie zaprezentowanie rezul-
tatéow dotyczacych minimalnej liczby zmiennych uniwersalnych form kwadratowych nad
Q (VD).

Referat na podstawie wspélnej pracy z Vitézslavem Kala i Pavlem Yatsyna [2].

[1] V. Kala, Universal quadratic forms and indecomposables in number fields: A survey, Commun. Math., 31 (2023), Special
issue: Euclidean lattices: theory and applications, 81-114

[2] V. Kala, P. Yatsyna, B. Zmija, Real quadratic fields with a universal form of given rank have density zero, preprint,
ArXiv:2302.12080
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GERMS OF REAL SURFACES

Lev Birbrair
Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie
e-mail: lev.birbrair@gmail.com

I am going to describe old and new results related to Inner, Outer and Ambient
Lipschitz geometry of germs of Real semi-algebraic and definable surfaces. The subject is
closely related to non-archimedean geometry and Knot Theory.
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LIPSCHITZOWSKIE TWIERDZENIE O RZEDZIE

Maciej Denkowski
Uniwersytet Jagiellonski, Wydzial Matematyki i Informatyki, Instytut Matematyki,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow
e-mail: maciej.denkowski@uj.edu.pl

Na poczatku roku 2024 ogtositem w nowej wersji preprintu [4] dow6d ogdlnego twierdzenia

o lipschitzowskiej funkeji uwiktanej w wersji Yomdina z jego pracy [5], gdzie twierdzenie to
— kluczowe narzedzie do dowodu gléwnego rezultatu — zacytowano bez dowodu i w bted-
nym przekonaniu, ze tatwo i natychmiastowo wynika z twierdzenia Clarke’a o lipschitzow-
skiej funkcji odwrotnej. W istocie to ostatnie pozwala na udowodnienie lipschitzowskiej
wersji twierdzenia o funkcji uwiktanej przy znacznie bardziej restrykcyjnym zatozeniu
(%) dotyczacym subrdzniczki Clarke’a niz przyjmowal w swojej pracy Yomdin. Z biegiem
lat zaczeto uwaza¢ wersje Yomdina za falszywa, btednie interpretujac pewien przyktad
z pracy Birbraira i Siersmy [2]. Dowdd z [4] polegal na pokazaniu, ze w istocie warunek
Yomdina (Y') pociaga wspomniane wyzej zalozenie (%) na subrézniczke Clarke’a.

Krotko po wydaniu nowej wersji preprintu, dowiedziatem sie, ze wersja Yomdina twier-
dzenia o lipschitzowskiej funkcji uwiktanej wynika wprost z lipschitzowskiego twierdzenia
o rzedzie Butlera, Timouriana i Vigera z [3|, dowodzonego bardzo podobnym do mojego
rozumowaniem. Praca ta jednak zawiera nieusuwalng luke w dowodzie, co pokazano nie-
dawno w artykule [1] (Proposition 3.1) Bartla i Fabiana przykladem przeczacym Stwier-
dzeniu 2.1 7z [3], na ktérym oparte byto twierdzenie o rzedzie. Co ciekawe, autorzy [3] i ja
popehili$émy w gruncie rzeczy ten sam, skadinad bardzo elementarny, btad. Przyktad z [1]
pokazuje, ze warunek Yomdina (V') na ogét nie implikuje warunku (x).

Ostatecznie wigc problem prawdziwosci wersji Yomdina lipschitzowskiego twierdzenia
o funkcji uwiktanej jest nadal otwarty, a co za tym idzie jego gtéwne twierdzenie dotyczace
struktury tzw. zbioru centralnego (szkieletu) pozostaje do udowodnienia.

Niniejszy referat bedzie po$wiecony naprawie lipschitzowskiej wersji twierdzenia o rze-
dzie Butlera, Timouriana i Vigera, ktoérego dowod przeprowadzimy przy wzmocnionych
zatozeniach. Prowadzone rozwazania zostang uzupelnione o propozycje nowego sposobu
zaatakowania lipschitzowskiego twierdzenia o funkcji uwiktanej w wersji Yomdina.

[1] D. Bartl, M. Fabian, Can Pourciau’s open mapping theorem be derived from Clarke’s inverse mapping theorem easily,
J. Math. Anal. Appl., 2021, 497(2), 124858

[2] L. Birbrair, D. Siersma, Metric properties of conflict sets, Houston Journ. Math., 2009, 35(1), 73-80

[3] G.J. Butler, J.G. Timourian, C. Vigee, The rank theorem for locally Lipschitz continuous functions, Can. Math. Bull.,
1988, 31, 217-226

[4] M. Denkowski, On Yomdin’s version of a Lipschitz Implicit Function Theoreme, preprint, ArXiv:1610.07905

[5] Y. Yomdin, On the local structure of a generic central set, Comp. Math., 1981, 43(2), 225-238
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METODY ALGEBRY ROZNICZKOWEJ W TEORII SYSTEMOW
DYNAMICZNYCH

Zbigniew Hajto
Wydzial Matematyki i Informatyki UJ
e-mail: Zbigniew.Hajto@uj.edu.pl

W referacie przedstawie teorie Galois dla systemow liniowych réwnan roézniczkowych
wraz z zastosowaniami w zagadnieniach rzeczywistej geometrii analitycznej oraz proble-
mach zwigzanych z catkowalnoscia systeméw dynamicznych [1]. W szczegdlnosci objasnie
wtlasnodci topologiczne rozwigzan uktadow dynamicznych niecatkowalnych w sensie Lio-
uville’a - Arnolda, ktorych trajektorie sa definiowalne w strukturach o-minimalnych [2]. Na
zakonczenie omowie klase rzeczywistych funkeji Liouville’a w powiazaniu z idea “théorie
modérée” pochodzaca od A. Grothendiecka [3].

[1] T. Crespo, Z. Hajto and R. Mohseni, Real Liouvillian extensions of partial differential fields, SIGMA Symmetry Inte-
grability Geom. Methods Appl, 2021,17, Paper No. 095, 16 pp.

[2] Z. Hajto and R. Mohseni, Tame topology and non-integrability of dynamical systems, GKLW-workshop in Singularity
Theory in memory of Stanislaw Lojasiewicz, Banach Center Publications, to appear.

[3] A. Grothendieck, Esquisse d’un programme, Geometric Galois Actions I, Cambridge University Press, 1997, 5-48.
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Ap—REGULARNY ROZKLAD JEDNOéCI, SEMIALGEBRAICZNA WERSJA
TWIERDZENIA CALDERONA-ZYGMUNDA

Beata Kocel-Cynk
Politechnika Krakowska
e-mail: beata.kocel-cynk@pk.edu.pl

Wspoédtautorzy:

Wiestaw Pawtucki
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: wieslaw.pawlucki@uj.edu.pl

Anna Valette
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: anna.valette@uj.edu.pl

Twierdzenie Calderéna-Zygmunda o regularyzacji méwi, ze funkcja odlegtosci od zbioru
domknietego W C R" jest rbwnowazna pewnej funkcji f € C*°(R™\W). Ponadto pochodne
czastkowe funkcji f do ustalonego rzedu sa ograniczone przez odpowiednie potegi funkcji
odlegtosci od zbioru W.

Celem referatu jest przedstawienie nastepujgcej semialgebraicznej wersji twierdzenia
Calderéna-Zygmunda

Twierdzenie.

Niech W bedzie domknietym zbiorem semialgebraicznym, W C R™ oraz niech p € N.
Wtedy istniejq funkcja Nasha f : R*\ W — (0,400) i stale dodatnie A, B,, dla

a € N" i |a| < p takie, Ze dla kazdego x € R" \ W zachodzq nieréwnosci

A7Yd(z, W) < f(z) < Ad(z, W)

oraz

D f(2)] < Ba(d(z, W)) 1.

Powyzsze twierdzenie zostanie przedstawione jako przyktad zastosowania twierdzenia o
rozkladzie jednosci dla funkeji A,-regularnych. Przedstawie réwniez podstawowe definicje
i wlasnosci funkeji A,-regularnych.

[1] A.-P. Calderén, A. Zygmund, Local properties of solutions of elliptic partial differential equations, Studia Math., 20
(1961), 171-225

[2] B. Kocel-Cynk, W. Pawtucki, A. Valette, A. Semialgebraic Calderén-Zygmund theorem on regularization of the distance
function, Math. Ann., (2024)

[3] M. Shiota, Approximation theorems for Nash mappings and Nash manifolds, Trans. Amer. Math. Soc., 293 (1986), no. 1,
319-337
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)-STALE DEFORMACJE LINIOWE OSOBLIWOSCI KRZYWYCH

Tadeusz Krasinski
Uniwersytet Lodzki, Wydzial Matematyki i Informatyki
e-mail: tadeusz.krasinski@wmii.uni.lodz.pl

Aleksandra Zakrzewska
Uniwersytet Lodzki, Wydzial Matematyki i Informatyki
e-mail: aleksandra.zakrzewska@wmii.uni.lodz.pl

Niech fy : (C2,0) — (C,0) bedzie osobliwo$cia krzywej ptaskiej, tzn. fo # 01 (0,0)
jest izolowanym punktem krytycznym fo. Przez u(fo) oznaczamy liczbe Milnora fy w 0
(= stopient topologiczny odwzorowania gradientowego Vfy : (C%0) — (C2,0)) i 6(fo)
d-niezmiennik fo w 0 (= liczba podwéjnych punktéw osobliwych w generycznej defor-
macji zbioru zer V(fy)). Niech (fs)ses, S - otoczenie zera w C, bedzie holomorficzng
deformacja fy. Jesli liczba Milnora p(fs) jest stala w tej deformacji, to typ topologiczny
kietkéw zbioréw V' ( fs) jest réwniez staty. W przypadku §-niezmiennika J( fs) typ topolog-
iczny V' (fs) moze sie zmieni¢. W referacie przedstawie dwa rezultaty dotyczace o-statych
deformacji liniowych postaci fy + sg, g holomorficzna i g(0,0) =0 :

1. warunek konieczny i wystarczajacy istnienia d-statych deformacji liniowych fo,

2. pemla liste typow topologicznych w takich deformacjach.

Wyniki podane sa w terminach diagraméw Enriquesa osobliwosci krzywych.
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KONSTRUKCJA LOKALNEJ KRZYWEJ ZESPOLONEJ O ZADANYM TYPIE
OSOBLIWOSCI

Andrzej Lenarcik
Politechnika Swietokrzyska
e-mail: andrzej.lenarcik@gmail.com

Rozwazamy pierscien szeregéw zbieznych dwoch zmiennych zespolonych. Szereg nazy-
wamy osobliwym, gdy znika w zerze wraz z pochodnymi czastkowymi pierwszego rzadu.
Rozwazamy osobliwosci izolowane (odpowiadaja szeregom zredukowanym). Kazda oso-
bliwo$¢ rozktada sie na skonczong liczbe szeregéw nierozktadalnych (gatezi). Typ topo-
logiczny osobliwosci zalezy od charakterystyk gatezi oraz od ich wzajemnych krotnosci
przeciecia. Eggers [1] reprezentowal typ osobliwosci za pomoca zwieztego grafu skontru-
owanego za pomocg rozwingé¢ Puiseux. Analogiczna konstrukcja za pomoca dystansu lo-
garytmicznego Ploskiego [2| - bez odwolywania sie do uktadu wspdlrzednych - zostata
przedstawiona w [3]. Otrzymane drzewo posiada dwa typy wierzchotkéw (czarne i biale)
oraz dwa typy krawedzi (ciagte i przerywane). Ponadto to kazdego czarnego wierzchotka
przyporzadkowana jest liczba wymierna w postaci dekoracji. Podczas referatu zostang
scharakteryzowane grafy, ktore moga by¢ drzewami osobliwosci.

[1] H. Eggers, Polarinvarianten und die Topologie von Kurvensingularitdten, preprint, Bonner Math. Schriften 147, Univer-
sitdt Bonn, Bonn, 1982.

[2] A. Ploski, Remarque sur la multiplicité d’intersection des branches planes, Bull. Pol. Acad. Sci. Math., 1985, 33(11-12),
601-605

[3] A. Lenarcik, Eggers tree and jacobian Newton polygon, manuscripta math., 2013, 142, 233-244
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GEOMETRIA LIPSCHITZOWSKA ROZMAITOSCI Z OSOBLIWOSCIAMI

Maria Michalska
Uniwersytet L.odzki
e-mail: maria.michalska@wmii.uni.lodz.pl

Przedstawie interakcje pomiedzy klasycznymi osobliwosciami stozkowymi rozmaitosci
rozniczkowych a geometria zbioréw algebraicznych rzeczywistych i zespolonych z punktu
widzenia ich geometrii lipschitzowskiej. W ostatnich latach odnotowuje sie intensywny
rozwo0j badan nad geometrig lipschitzowska rozmaitosci algebraicznych zespolonych i rze-
czywistych lecz do tej pory niewiele byto wiadomo o zachowaniu konkretnych przykta-
dow. W referacie zastosuje podejscie geometryczne do problemu, ktére w szczegdlnodci
umozliwia charakteryzacje geometrii lipschitzowskiej generycznych osobliwosci zbioréw
algebraicznych oraz redukcje klasyfikacji lipschitzowskiej zbioréw oswojonych i daje po
raz pierwszy szerokg game przykladow zbioréw algebraicznych quasi-wypuktych, inaczej
nazywanych normalnie lipshitzowsko zanurzonymi.

Referat jest gtéwnie oparty na wynikach osiggnietych we wspotpracy z André Costa
(Universidade Estadual de Ceara) i Vincent Grandjean (Universidade Federal de Santa
Catarina) w artykutach [1-3].

[1] A. Costa, V. Grandjean, M. Michalska, Characterization of Lipschitz normally embedded complex curves, Bull. Sci.
Math., 2024, 190, 103369

[2] A. Costa, V. Grandjean, M. Michalska, One point compactification and Lipschitz normally embedded definable subsets,
preprint, ArXiv:2304.08555

[3] A. Costa, V. Grandjean, M. Michalska, Global Lipschitz geometry of conic singular sub-manifolds with applications to
algebraic sets, preprint, ArXiv:2306.14854
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KLASYFIKACJA SPECJALNYCH 2-FLAG DLUGOSCI 5 JEST SKONCZONA

Piotr Mormul
Uniwersytet Warszawski
e-mail: mormul@mimuw.edu.pl

Badanie dystrybucji generujacych specjalne multi-flagi byto zapoczatkowane przez A. Kumpere

i J. Rubina w roku 1999 (ich publikacja [1], mocno opdzniona z tzw. powodéw technicz-
nych). Takie flagi bezposrednio uogélniaja klasyczne 1-flagi, czyli flagi Goursata. Podsta-
wowe informacje o specjalnych 2-flagach znajduja sie w pracy [2]. Z kolei w preprincie [3]
lokalna klasyfikacja specjalnych 2-flag zostata doprowadzona do dtugosci 4.

Przy dtugosci 1 jest tylko jeden model lokalny (tzn. jedna lokalna geometria, tzw. jet-like).
Przy dhugosci 2 — juz dwie, przy dlugosci 3 — juz siedem, wreszcie przy dtugosci 4 mozliwe
sa az 34 lokalne geometrie specjalnych 2-flag.

10 lat po tamtym preprincie, w pracy [4] mogliémy z F. Pelletierem tylko powtérzyé po-
wyzszy wynik, eksponujac za to duzy znak zapytania dotyczacy lokalnej klasyfikacji przy
dtugosci 5 (patrz strona 195 w [4]).

Ostatnio, z duzym udzialem A.Webera w zakresie efektywnych obliczen infinitezymal-
nych symetrii specjalnych 2-flag, wreszcie uzyskana zostata odpowiedz dotyczaca dtugosci
5: klasyfikacja lokalna specjalnych 2-flag przy dlugosci flagi 5 jest skonczona.
Jednakze doktadna ilosé lokalnych geometrii takich flag (pewna liczba trzycyfrowa) nie
jest jeszcze ustalona.

Pozostaje tez szeroko otwarte pytanie dotyczace lokalnej klasyfikacji przy dtugosci 6 (patrz
tabela na stronie 195 w pracy [4]). Jest to wazne dlatego, ze od dawna wiadomo (sekcja
1.5 w [3]), ze przy kolejnej dlugosci 7 pojawia sie juz parametr niezmienniczy (modut)
w takiej klasyfikacji. Analogiczna krytyczna dhugosé dla flag Goursata to 8. Jest bardzo
prawdopodobne, ze dla specjalnych 2-flag dtugosé krytyczna okaze sie by¢ wtasnie 6.

[1] A.Kumpera, J.L. Rubin, Multi-flag systems and ordinary differential equations, Nagoya Mathematical Journal, 2002,
166, 1-27

[2] P. Mormul, Singularity classes of special 2-flags, SIGMA, 2009, 5, 102, 22 pages (electronic)

[3] P.Mormul, F. Pelletier, Special 2-flags in lengths not exceeding four: a study in strong nilpotency of distributions, pre-
print, ArXiv:1011.1763

[4] P. Mormul, F. Pelletier, Symmetries of special 2-flags, Journal of Singularities, 2020, 21, 187-204
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TOPOLOGIA OSWOJONA W STRUKTURACH HENSELOWO MINIMALNYCH

Krzysztof Jan Nowak
Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego
e-mail: nowak@im.uj.edu.pl

Moéj referat oparty jest na pracy [4] (w recfenzji), w ktorej kontynuuje swoje badania
z prac [1,2,3]. Dotyczy on topologii w strukturach henselowo minimalnych, ktérych ak-
sjomatyczna teoria zostala niedawno wprowadzona przez Cluckersa—Halupczoka—Rideau.
Zaktadam dodatkowo, ze grupa waluacji i ciato rezydualne sg ortogonalne i ze zbiory
definiowalne w sorcie grupy waluacji to doktadnie zbiory definiowalne w jezyku grup upo-
rzadkowanych. Ten naturalny warunek jest spelniony przez wiele klasycznych struktur
na cialach henselowskich, w tym ciatach henselowskich ze strukturg analityczna, ciatach
V-minimalnych, czy tez wielomianowo ograniczonych strukturach o-minimalnych z pod-
pierscieniem wypuktym. Uzyskuje wiele rezultatéw dotyczacych funkeji i zbioréw definio-
walnych; m.in. istnienie granicy dla funkcji definiowalnych jednej zmiennej, twierdzenie
o domknietodci, kilka nie-archimedesowych wersji nierownosci Lojasiewicza, twierdzenie o
zanurzeniu dla regularnych przestrzeni definiowalnych oraz definiowalng ultranormalnosé
i ultraparazwartos¢ definiowalno$¢ LC-przestrzeni Hausdorffa.

[1] K.J. Nowak, Some results of algebraic geometry over Henselian rank one valued fields, Sel. Math. New Ser., 2017, 23,
455-495

[2] K.J. Nowak, A closedness theorem and applications in geometry of rational points over Henselian valued fields, J. Singul.,
2020, 21, 212-233

[3] K.J. Nowak, A closedness theorem over Henselian fields with analytic structure and its applications, In: Algebra, Logic
and Number Theory, Banach Center Publ, 2020, 121, 141-149

[4] K.J. Nowak, Tame topology in Hensel minimal structures, preprint, arXiv:2103.01836 [math.AG]
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DEFEKT NIEROZKLEADALNYCH KRZYWYCH PLASKICH Z PROSTYMI
OSOBLIWOSCIAMI

Piotr Pokora
Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
e-mail: piotr.pokora@up.krakow.pl

Podczas wykladu zostana oméwione wyniki uzyskane w pracy [2]. Gtéwnym celem refe-
ratu bedzie omdéwienie zagadnienia defektu krzywych ptaskich. Pojecie to zostato wprowa-
dzone w pracy [1] w kontekscie badania wolnosci krzywych. Z grubsza ujmujac, defekt dla
zredukowanej krzywej ptaskiej mierzy rozbieznos¢ od wtasnosci wolnosci krzywych w je-
zyku minimalnego stopnia relacji syzygii ideatu jakobianowego i catkowitej liczby Tjuriny.
Naszymi gtownymi wynikami sa oszacowania dolne defektu dla pewnych klas nierozkta-
dalnych krzywych, ktore dopuszczaja tylko ADE osobliwoéci, oraz kryterium pozwalajace
stwierdzi¢ kiedy dana krzywa ptaska parzystego stopnia dopuszczajgca tylko ADE oso-
bliwoéci nie jest wolna. Kryterium to jest optymalne i wyraza sie w jezyku wykltadnika
Arnolda krzywe;j.

[1] A. Dimca, On rational cuspidal plane curves and the local cohomology of Jacobian rings., Comment. Math. Helv., 2019,
94(4), 689 — 700
[2] P. Pokora, Defect of irreducible plane curves with simple singularities, preprint, arXiv:2404.03341
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O KROTNOSCI NIEWLASCIWEJ

Adam Rézycki
Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu ¥L.odzkiego
e-mail: adam.rozycki@wmii.uni.lodz.pl

Niech f: (C*,0) — (C™,0), m > n bedzie niezdegenerowanym kietkiem w 0 odwzo-
rowania o izolowanym zerze. W referacie podaje prosta formute na krotno$¢ niewtasciwa

odwzorowania f wyrazong w jezyku diagramu Newtona. Jest to wspdlny wynik z Grze-
gorzem Oleksikiem.

[1] R. Achilles, P. Tworzewski, T. Winiarski, On improper isolated intersection in complex analytic geometry, Annales
Polonici Mathematici, 1990, 51(1), 21-36
[2] S. Spodzieja, Multiplicity and the Lojasiewicz exponent, Annales Polonici Mathematici, 2000, 73(3), 257267

[3] P. Mondal, How many zeroes? Counting solutions of systems of polynomials via toric geometry at infinity, CMS/CAIMS
BM, volume 2, 2021
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LIPSCHITZOWSKIE OBRAZY PRZESTRZENI HIPERWYPUKLEYCH

Judyta Bak
Uniwersytet Jana Kochanowskiego w Kielcach
e-mail: judyta.bak@ujk.edu.pl

(wyniki uzyskane z Tarasem Banakhem, Joanna Garbulinska-Wegrzyn, Magdalena
Nowak i Michatem Poptawskim)

Przestrzenia hiperwypukla nazywamy przestrzen metryczna, w ktorej kazda rodzina
kul domknietych B = {B(xz;,r;) : i € I} taka, ze d(z;,z;) < r; + r; dla dowolnych 4,5 € T
ma niepusty przekroj.

Podczas referatu opowiemy o uzyskanych wynikach charakteryzujacych lipschitzowskie
obrazy przestrzeni:

e hiperwypuktych,
e zwartych hiperwypuktych,

e osrodkowych hiperwypuktych.

[1] T. Banakh, J. Bak, J. Garbulifiska-Wegrzyn, M. Nowak, M. Poplawski, Characterizing Lipschitz images of injective
metric spaces, preprint, ArXiv:2405.01860
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P-PRZESTRZENIE JAKO GRANICE ODWROTNE

Wojciech Bielas
Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: wojciech.bielas@us.edu.pl

Andrzej Kucharski
Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: andrzej.kucharskiQus.edu.pl

Szymon Plewik
Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: szymon.plewik@us.edu.pl

Nazwa P-przestrzen zostala uzyta po raz pierwszy przez L. Gillmana i M. Henriksena
w roku 1954, jako skrot okreslenia przestrzen pseudodyskretna, co z kolei oznacza prze-
strzen caltkowicie regularng X, w ktorej dla kazdej funkcji cigglej f: X — R i kazdego
punktu z € X istnieje takie otoczenie otwarte U > =z, ze zacie$nienie f|y jest funkcja
stata. W zakresie przestrzeni catkowicie regularnych powyzszy warunek jest rownowazny
temu, ze przekrdj przeliczalnie wielu zbioréw otwartych jest otwarty. Topologie dowolnej
przestrzeni mozna wzmocni¢ dotaczajac do niej wszystkie podzbiory typu Gs. Symbolem
(X)s oznaczymy przestrzen X z topologia powiekszona o podzbiory typu Gs.

Rozwazmy relacje podziatowg X — (Y))1, ktéra oznacza, ze dla kazdego podziatu prze-
strzeni topologicznej X = XU X}, przestrzen Y ma zanurzenie w podprzestrzen X, lub w
podprzestrzen X;. Przyktadem, w jaki sposob zdefiniowana relacja podziatowa rozrdznia
przestrzenie topologiczne, sa warunki 2* /4 (2¢)} (zbiér Cantora mozna przedstawi¢ jako
sume dwdch zbioréw Bernsteina) oraz Q — (Q)3. W 2019 r. A. Dow udowodnit, ze

e kazdy podzbiér gesty przestrzeni (2¢!); zawiera homeomorficzne kopie wszystkich
P-przestrzeni mocy i wagi Ny,

e jesli X C fw, to podprzestrzen X zawiera homeomorficzna kopie przestrzeni (21)s
lub dopetienie fw \ X zawiera homeomorficzna kopie pewnego podzbioru gestego
przestrzeni (241)s.

Wynika stad, ze relacja podzialowa Sw — (V)3 zachodzi dla dowolnej P-przestrzeni Y,

ktora jest mocy i wagi Nj.

Celem referatu bedzie pokazanie, ze wsréd podzbioréw gestych przestrzeni (241)s ist-
nieje podprzestrzen 3, ktora ma zanurzenie w kazdy inny podzbior gesty przestrzeni
(2+1)s. Otrzymujemy w ten sposob warunek Sw — (X)3, przy czym przestrzen X jest
wagl ¢.

[1] W. Bielas, A. Kucharski, Sz. Plewik, Inverse limits which are P-spaces, Topology and its Applications, 2022, 312, Paper
No. 108064
[2] A. Dow, More topological partition relations on Sw, Topology and its Applications, 2019, 259, 50-66

[3] L. Gillman, M. Henriksen, Concerning Rings of Continuous Functions, Transactions of the American Mathematical
Society, 1954, 77(2), 340-362
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MAELA ALGEBRA BOOLE’A Z WEASNOSCIA GROTHENDIECKA, ALE BEZ
WEASNOSCI NIKODYMA

Damian Glodkowski
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: dglodkowski@impan.pl

Dla danej algebry Boole’a B przez St(B) bedziemy oznaczaé jej przestrzefi Stone’a. Mé-
wimy, ze B ma wtasno$¢ Grothendiecka, jesli kazdy ciag miar Radona na St(B), ktéry
jest zbiezny w topologii stabej* (rozpatrywanej w przestrzeni dualnej do C(St(B))), jest
takze zbiezny w topologii stabej. Algebra B ma wtasno$¢ Nikodyma, jesli kazdy cigg miar
Radona na St(B), ktory jest zbiezny na zbiorach otwarto-domknietych, jest ograniczony w
normie. W 1984 roku Talagrand skonstruowat - przy zatozeniu hipotezy continuum - przy-
ktad algebry Boole’a, ktora ma wtasnosé Grothendiecka, ale nie ma wtasnosci Nikodyma.
Problem istnienia takiej algebry nadal pozostaje otwarty w ZFC.

Podczas odczytu opowiem o niesprzecznej konstrukcji algebry Boole’a z whasnodcia
Grothendiecka i bez wtasnosci Nikodyma przy dowolnie duzej wartosci continuum. Skon-
struowana przez nas algebra ma moc w; i sktada si¢ z borelowskich podzbioréow zbioru
Cantora. Referat bedzie oparty na pracy [1].

[1] D. Glodkowski, A. Widz, Epic math battle of history: Grothendieck vs Nikodym, preprint, ArXiv:2401.13145
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WYMIAR POKRYCIOWY PRZESTRZENI ZWARTEJ A OTWARTOSC
MNOZENIA W JEJ ALGEBRZE FUNKCJI CIAGLYCH

Tomasz Kania
Uniwersytet Jagiellonski & Czeska Akademia Nauk w Pradze
e-mail: tomasz2.kania@uj.edu.pl

Andrzej Komisarski pokazal ze w przypadku skalarow rzeczywistych, dla danej prze-
strzeni zwartej Hausdorffa X mmnozenie w algebrze funkcji ciagltych C'(X) jest odwzoro-
waniem doktadnie gdy przestrzen ta jest zero-wymiarowa. Wykazemy, ze w przypadku
skalaréw zespolonych sytuacja ma sie zgola inaczej inaczej: C'(X) ma otwarte mnozenie
wtedy i tylko wtedy, gdy ma jednostajnie otwarte mmnozenie, a tak jest wtedy i tylko
wtedy, gdy wymiar pokryciowy wynosi co najwyzej 1. Wynik jest wycinkiem z szerszego
kregu wynikéw dotyczacych otwartosci mnozenia w algebrach funkcyjnych. Praca wspélna
z N. Maslany.

[1] A. Komisarski, A connection between multiplication in C(X) and the dimension of X, Fund. Math., 2006 (189) 2,
149-154.

[2] T. Kania, N. Maslany, Differential embeddings into algebras of topological stable rank 1, preprint, arXiv:2301.02320
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O WELASNOSCIACH RAMSEY’OWSKICH ODLEGLOSCI NA
NIEOSRODKOWYCH SFERACH

Piotr Koszmider
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: piotr.math@proton.me

Niech k bedzie nieskonczona liczba kardynalna. Lemat Riesza implikuje, ze dla kazdego
e > 0 w kazdej k-wymiarowej unormowanej przestrzeni wektorowej X istnieje ¥ C X
mocy k zawarty w sferze jednostkowej Sy = {z € X : ||z||x = 1} taki,ze 1l —¢ < ||ly— /||
dla kazdych réznych y,y' € Y.

Korzystajac np. z twierdzenia Ramsey’a dla x = w mozna wybraé¢ nieskonczony Y,
ktéry bedzie spetnial 1 —e < ||y — ¢/|| < 1+ ¢ dla kazdych réznych y, 3’ € Y. Rozwazamy
nieosrodkowe przestrzenie Banacha X i pokazujemy wptyw réznych dodatkowych zatozen
teoriomogos$ciowych na mozliwos¢ wybrania Y C Sy z powyzsza wlasnoscia dla kK = wy.

[1] Piotr Koszmider, On Ramsey-type properties of the distance in nonseparable spheres, preprint, ArXiv:2308.07668
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ULTRAFILTRY ORAZ PRZESTRZENIE TOPOLOGICZNE

Krzysztof Kowitz
Uniwersytet Gdanski
e-mail: krzysztof .kowitzQug.edu.pl

Opowiem o ostatnich wynikach uzyskanych wspélnie z Rafatem Filipowem i Adamem
Kwela. Referat bedzie oparty na pracach [1] oraz [2]. Podczas prezentacji skupie sie na
zwigzku pomiedzy porzadkiem Katétova, a ultrafiltrami zdefiniowanymi przez ideaty. Po-
dam warunki wystarczajace dla niektorych ideatéw (przy zalozeniu CH) do uzyskania
rownowaznosci: ideal nie jest ponizej innego ideatu w porzadku Katétova wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje ultrafiltr zdefiniowany przez ten ideal, ktéry nie jest ultrafiltrem
zdefiniowanym przez drugi ideat.

Wiadomo, ze przestrzen Hindmana jest przetrzenia réznicowo zwarta. W czesci zwiag-
zanej z przestrzeniami topologicznymi pokaze, ze istnieje przestrzen réznicowo zwarta,
ktora nie jest przestrzenig Hindmana.

[1] R. Filipéw, K. Kowitz, A. Kwela, Characterizing existence of certain ultrafilters, Annals of Mathematics, 2022, 173(9),
31.

[2] R. Filipéw, K. Kowitz, A. Kwela, A unified approach to Hindman, Ramsey and van der Waerden spaces, preprint,
https://arxiv.org/abs/2307.06907.
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O SUMACH ALGEBRAICZNYCH, DRZEWACH I ZBIORACH MIZERNYCH W
PRZESTRZENI CANTORA

Marcin Michalski
Politechnika Wroctawska, Wydziat Matematyki
e-mail: marcin.k.michalski@pwr.edu.pl

Niech 2* oznacza przestrzen Cantora ze standardowym dodawaniem + modulo 2 po
wspoOtrzednych i niech Z niech bedzie jednym z o—idealéw: zbioréw miary zero, mizer-
nych, ich przekroju lub £ - generowanego przez domknieta zbiory miary zero. Podczas
referatu przekonamy sie, ze dla dowolnego zbioru F' € 7 oraz drzewa T' C 2<%, ktore jest
(jednomiernie) doskonale lub Silvera, istnieje drzewo T C T tego samego typu takie, ze
dla dowolnego n € w

F+ TN+ [T]+---+[IT €.

n—razy

Otrzymamy réwniez nieco stabszg teza dla drzew Spinasa.
Skupimy sie gtownie na przypadku, gdy Z to rodzina zbiorow mizernych.

Powyzsze rezultaty zostaly osiggniete wspoélnie z Robertem Ratowskim oraz Szymonem
Zeberskim w pracy [1].

[1] M. Michalski, R. Ratowski, Sz. Zeberski, On algebraic sums, trees and ideals in the Cantor space, preprint, arXiv:2405.13775
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LANCUCHY W P(w) 1 OPERATORY ROZSZERZENIA

Grzegorz Plebanek
Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wroctawski
e-mail: grzegorz.plebanek@math.uni.wroc.pl

Niech {A; : t € T}, dla pewnego zbioru T" C [0, 1], bedzie rodzina podzbioréw w,
stanowiaca tancuch wzgledem relacji prawie zawierania. Rozwazenie generowanej przez
taka rodzine algebry Boole’a i algebry ilorazowej prowadzi do konstrukcji zwartej prostej
i jej rozszerzenia o przeliczalny zbior punktéw izolowanych.

Konstrukcja tego typu pozwala udowodni¢ nierozstrzygalno$é¢ pewnego problemu, po-
chodzacego z analizy funkcjonalnej. Wyniki pochodzg z atykutu z Maciejem Korpalskim
i innej jego pracy, napisanej wraz z Antonio Avilésem.
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PRZESTRZENIE FUNKCYJNE NA PRZESTRZENIACH ZWARTYCH
w-CORSONA

Krzysztof Zakrzewski
Uniwersytet Warszawski
e-mail: Krzysztof .Zakrzewski777Qup.pl

Dla zbioru indekséw T i liczby kardynalnej x, 3,-produkt prostych rzeczywistych 3, (R")
sktada sie z ciggéw z R o mniej niz x wielu niezerowych wyrazach. Przestrzen zwarta
nazwiemy przestrzenig zwarta k-Corsona jezeli jest ona homeomorficzna z pewnym pod-
zbiorem Y, (R!) dla pewnego zbioru indekséw I'. Dla k = wy jest to znana klasa przestrzeni
zwartych Corsona. Rozpatrujemy rowniez klase szersza od klasy kompaktow w-Corsona,
klase przestrzeni NY zwartych badana przez Nakhmansona oraz Yakovleva, jak réwniez
Marciszewskiego, Plebanka i Zakrzewskiego. Dla przestrzeni Tichonowa X, niech C,(X)
oznacza przestrzen funkcji ciagtych rzeczywistych na przestrzeni X wyposazong w topo-
logie punktowej zbieznosci.

Pokazemy, ze klasy przestrzeni zwartych NY oraz przestrzeni zwartych w-Corsona K
sq niezmiennicze przy liniowych homeomorfizmach przestrzeni funkcyjnych C,(K).

[1] L.B. Nakhmanson, N.N. Yakovlev, Bicompacta lying in o-products, Comment. Math. Univ. Carolin., 1981, 22(4), 705—
719

[2] W. Marciszewski, G. Plebanek, K. Zakrzewski, Digging into the classes of k-Corson compact spaces, Isr. J. Math.,
accepted
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O SUMACH ALGEBRAICZNYCH, DRZEWACH I ZBIORACH MIARY ZERO W
PRZESTRZENI CANTORA

Szymon Zeberski
Politechnika Wroctawska
e-mail: szymon.zeberski@pwr.edu.pl

Bedziemy pracowaé¢ w przestrzeni Cantora 2. Niech T' bedzie drzewem doskonatym,
réwnomiernie doskonalym lub drzewem Silvera. Dla dowolnego A € N istnieje 7" C T
takiego samego rodzaju jak T' czyniace zados¢ warunkowi

A+ TN+TN+--+[TeN

n-razy

dla kazdego n € w.
Przedstawione wyniki zostaly uzyskane wspoélnie z Robertem Ratowskim i Marcinem
Michalskim i pochodza z pracy [1].

[1] R.Ratowski, M. Michalski, S. Zeberski, On algebraic sums, trees and ideals in the Cantor space, preprint, arxiv.org/abs/2405.13775
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WOKOL ROZWIAZAN CIAGEYCH LINIOWEGO ROWNANIA FUNKCYJNEGO
ZE SLABO ZWEZAJACA FUNKCJA O WARTOSCIACH LOSOWYCH

Karol Baron
Uniwersytet Slaski
e-mail: karol.baron@us.edu.pl

Niech (£2,.A,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, a (X, p) przestrzenia metryczna
zupetna i osrodkowa. Oznaczmy przez B rodzing wszystkich podzbioréw borelowskich
przestrzeni (X, p). Niech f : X x 2 — X bedzie funkcja mierzalng wzgledem o—ciata
produktowego B ® A i spelniajaca warunek

/Qp(f(l',W),f<Z,W))P(dw) <ﬁ(p(l’,2’)) dla [L’,ZGX
z taka wklesta funkcja 3 : [0, 00) — [0,00), ze 5(t) <t dlat € (0,00), a ponadto
/Qp<f(x0,w),xo>]P’(dw) < 0

dla pewnego zy € X.
Rozwazaé bedziemy ciag iteracji funkcji f okredlony wzorami

om0, wa,. ) =3, (w01, ) = F(F7 @, w1,w, ) wn)

dlan €N,z € X i (w,ws,...) € QY staba granice tego ciagu oraz problem istnienia i
jednoznacznosci rozwigzan ¢ : X — R réwnania

o(@) = [ o(flx.0)B(dw) + F(2)

w pewnych klasach funkcji cigglych.



Ksigzka streszczen 9. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH

MONOTONICZNA WERSJA TWIERDZENIA AVRAMESCU

Michatl Beldzinski
Instytut Matematyki
Politechnika Lodzka
93-590 Lodz
e-mail: michal.beldzinski@p.lodz.pl

Punktem wyjsécia odezytu bedzie omoéwienie twierdzenia Avramescu (por. [1]) mo-
wigcego o rozwigzywalnosci uktadu dwoéch réwnan nieliniowych, z ktérych pierwsze jest
traktowane twierdzeniem o punkcie stalym Banacha, a drugie — twierdzeniem Schaudera.
Prowadzi nas do obserwacji, iz kluczowa jest jednoznaczna rozwigzywalno$é¢ pierwszego
z rOwnan wraz z ciagta zaleznoscia od parametru, a nie zastosowanie twierdzenia Bana-
cha. Stad pomyst zastapienia zasady Banacha przez parametryczng wersje twierdzenia
Browdera-Minty’ego przedstawiong w [2], pozwalajacy uzyskaé, opisane w [3], uogdlnie-
nia twierdzenia Avramescu. Podobnie jak w [4], podane beda odniesienia do klasycznego
twierdzenia Krasnosielskiego o punkcie staltym. Przyktadem ilustrujacym zastosowania
otrzymanych metod bedzie uktad postaci

— (gp(as, w(x), |u’(x)]”_1)|u’(x)|f”_2u/(x)>/ = f(:v,u(x),w(:v)) dla z € (0, 1),
= (Jw'(2)|72w' ()" = g(x, u(x), w(z)) dla 2 € (0,1),
u(0) =u(1) =0,

w(O) = [ o (w(@)am(€), w(1) = [ b (w(€))dm(©)

W powyzszych réwnaniach ¢: [0,1] X R x [0,00) — R i f: [0,1] x R x R — R sa funk-
cjami Carathéodory’ego speliajacymi odpowiednie warunki wzrostu i monotonicznodci,
odwzorowania ¢: [0,1] Xx R x R — R, hg, h1: R — R sa ciagle, zas$ no,n,: [0,1] — R
majq ograniczone wahanie.

[1] C. Avramescu, Some remarks on a fixed point theorem of Krasnoselskii, Electronic Journal of Qualitative Theory of
Differential Equations, 2003, 5, 1-15

[2] M. Beldzinski, M. Galewski, I. Kossowski, Dependence on parameters for nonlinear equations—abstract principles and
applications, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 2021, 45(3), 1668-1686

[3] M. Beldziniski, M. Galewski, I. Kossowski, On a version of hybrid existence result for a system of nonlinear equations,
Advanced Nonlinear Studies, 2023, 23 (1), 20230112

[4] I. Benedetti, T. Cardinali, R. Precup, Fixed point—critical point hybrid theorems and application to systems with partial
variational structure, Journal of Fized Point Theory and Applications, 2021, 23, 63
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ZASTOSOWANIE ZASADY WAZEWSKIEGO W PROBLEMIE
CHARAKTERYZACJI ROZKEADOW PRAWDOPODOBIENSTWA

Mariusz Bieniek
Instytut Matematyki, Uniwersytet Marii Curie-Sktodowskiej
e-mail: mariusz.bieniek@umcs.lublin.pl

W referacie omoéwiony zostanie problem charakteryzacji rozktadow prawdopodobien-
stwa przez funkcje regresji statystyk porzadkowych

E (h(XT—i-Z:TL) | Xr:n = LE) = g(l‘),

gdzie h oraz & sa znanymi funkcjami, a X,.,,, 1 < j < n, oznaczajg statystyki porzad-
kowe proby losowej z nieznanego rozktadu prawdopodobienstwa F. Wyznaczymy postaé
dystrybuanty F' w zalezno$ci od h, £ oraz rozwigzania pomocniczego uktadu réwnan réz-
niczkowych. Nastepnie w przypadku ¢ = 2 udowodnimy jednoznaczno$¢ charakteryzacji
oraz, przy uzyciu zasady Wazewskiego, podamy warunki konieczne i dostateczne na to,
aby funkcja £ byta funkcjg regresji dla statystyk porzadkowych z pewnego rozktadu F.



Ksigzka streszczen 9. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH

PROBLEM STABILNOSCI DLA GRAFOW CYRKULANTNYCH O
BEZKWADRATOWEJ LICZBIE WIERZCHOLKOW

Barttomiej Bychawski
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: bartlomiej.bychawski@student.uj.edu.pl

Produktem prostym grafow I'y = (W4, Ey), I'ys = (Va, Ey) nazywamy graf o zbiorze
wierzchotkéw réwnym Vi0q = Vi X V5 oraz zbiorze krawedzi
Eoroa = {((v1,v2), (w1, w2)) € Viroa X Viroa | (v1,w1) € Ey oraz (ve, ws) € Ey}. Powstaly
graf oznaczamy I'y X I's = (Viyod, Fprod), & I'1 1 I's nazywamy jego sktadowymi.

Narzuca sie pytanie — jak wyglada grupa symetrii produktu graféw Aut(T'; x T'y)?
Zawsze zachodzi Aut(I'y) x Aut([y) < Aut(I'; x I'y), jednak nie zawsze zachodzi réwnosé.
Kompletnej odpowiedzi w powyzszej kwestii, dla przypadku gdy obydwa grafy I'y, I's
nie sg dwudzielne udzielit Dorfler w 1974 roku. W przypadku gdy ktorys$ z graféw jest
dwudzielny, problem pozostaje nierozwigzany. Najprostrzym grafem dwudzielnym jest K,
czyli dwa wierzchotki potaczone krawedzig. Naturalnym jest wiec zapytanie, jak wyglada
Aut(T" x K5) dla danego I'?

Oczekiwang odpowiedzia jest Aut(I') x Zo, jednak nie zawsze jest to prawda. Graf T’
nazywamy stabilnym, gdy Aut(I' x K3) = Aut(I") X Z,. Powyzsza réwos¢ pociaga za soba
takze Aut(I" x B) = Aut(I") x Aut(B) dla wielu graféw dwudzielnych B.

Ze wzgledu na chaotyczng nature graféw, badacze zawezaja sie do specjalnych, bardziej
ustrukturyzowanych rodzin. Taka rodzing sa grafy Cayleya. Sa one tworzone na podstawie
dwoch parametréw — grupy skonczonej G oraz jej podzbioru S C G\{es} zamknictego
na branie odwrotnoéci. W takim grafie zbiorem wierzchotkéw sa elementy grupy G, a
wierzchotki z,y € G sa polaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy gdy 7'y € S. Graf ten
oznaczamy Cay(G,S5).

Stabilnos¢ okazuje sie powszechna wtasnoscia, stad charakteryzuje si¢ te niestabilne,
co zwykto sie nazywaé problemem stabilnosci. Problem okazat sie wymagajacy, nawet dla
graféow Cayleya gdy G = Z,, (n € N). Grafy takie nazywamy cyrkulantnymi.

Pierwszym wynikiem klasyfikujacym niestabilne grafy cyrkulantne byla praca [1], w
ktérej B. Fernandez oraz A. Hujdurovi¢ udowodnili, ze graf cyrkulantny o nieparzystej
liczbie wierzchotkow jest stabilny doktadnie gdy jest spojny i zredukowany.

Klasyfikacja niestabilnych graféow cyrkulantnych o n = 2m wierzchotkach do niedawna
byta nieosiggalna, jednak w 2023 roku A. Hujdurovié¢ i I. Kovacs odkryli potaczenie miedzy
problemem stabilnosci dla grafow Cayleya a whasnosciami pierscieni Schura ([2, Theorem
1.1]). Stosujac to podejécie wykazali, ze gdy m = p* dla pewnej liczby pierwszej p > 2, to
dla kazdego spdjnego, niedwudzielnego i niestabilnego grafu I' = Cay(Zy,,, S)

e istnieje niezerowe h € 27, takie ze SN 27Z, = SN 27, + h;

o lub Cay(Zy,, S) = Cay(Zn,S +%).

W dowodzie powyzszej klasyfikacji wiekszo$¢ lematéw zaktada tylko 2 4 m. Dzieki te-
mu, udato sie wykazaé¢ prawdziwos¢ powyzszej klasyfikacji gdy m jest dowolna nieparzysta
liczba bezkwadratowa.

Referat na podstawie wspoélnej pracy z Jakubem Byszewskim.

[1] B. Fernandez, A. Hujdurovié, Canonical double covers of circulants, Journal of Combinatorial Theory Series B, 2022,
154, 49-59
[2] A. Hujdurovi¢, I. Kovdcs, Stability of Cayley graphs and Schur rings, preprint, ArXiv:2308.01182
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ZASTOSOWANIA ALGEBRY BINARNEJ DO WYBRANYCH ZAGADNIEN W
ELEKTRONICE ORAZ MATEMATYCE

Pawel Chtlosta
Akademia Humanistyczno-Ekonomiczna w Y.odzi
e-mail: pchlosta@ahe.lodz.pl

Celem wystapienia jest prezentacja zastosowan algebry binarnej do wybranych zagadnien
w elektronice oraz matematyce, takich jak: wyprowadzanie Scistych wzoréw dla poczat-
kowych dowolnej skonczonej liczbie liczb pierwszych, labirynt ( dywan) liczb pierwszych
otrzymany na podstawie warto$ci dodatnich oraz ujemnych wspétczynnikow dyskretnej,
binarnej funkcji OTA, prezentacja trojkatnego binarnego fraktala oraz fraktala binarnego
dyskretnej funkcji kwadratowej, sortowanie algebraiczne ciggéw stabo monotonicznych,
Scisty wzor funkcji dla kodu Graya, $ciste wzory wybranych okresowych bipolarnych i
unipolarnych funkcji falowych w teorii sygnatéow, przyktady dowodzenia algebraicznego
wybranych praw rachunku zdan logiki klasycznej przy uzyciu nowej metody dowodzenia
Binary Equation Method. Referat bedzie oparty na pracach [1, 2.

[1] P. Chlosta, Fundamentals of Binary Algebra, Second Edition, BinaryMath, 2022
[2] P. Chlosta, Logika Binarna. Tautologie, BinaryMath, 2024
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CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE DLA WYKLADNICZO
ERGODYCZNYCH W NORMIE FORTET-MOURIERA PROCESOW
MARKOWA

Dawid Czapla
Instytut Matematyki, Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: dawid.czapla@us.edu.pl

W ramach referatu zaprezentujemy adaptacje centralnego twierdzenia granicznego dla
niestacjonarnych, fellerowskich proceséw Markowa, przyjmujacych wartosci w polskiej
przestrzeni metrycznej, ktoérych potgrupy przejscia sa wyktadniczo ergodyczne w normie
Fortet—-Mouriera (zwanej tez ograniczona norma Lipschitza), a jednoczesnie nie musza by¢
wzgledem niej lipschitzowskie.

Doktadniej, przedmiotem naszych rozwazan bedzie jednorodny w czasie proces Mar-
kowa U = {W(t)};>0 o polskiej przestrzeni fazowej (X, p), ktérego rozklady ewoluuja w
czasie w sposob zadany przez potgrupe Markowa { P, };>¢, ztozona z operatoréw okreslo-
nych na zbiorze M;(X) borelowskich miar probabilistycznych na X. Przyjmiemy przy
tym nastepujace zalozenia:

(A1) Potgrupa {P}i>0 jest fellerowska, tj. funkcja X > x +— [y fdP,0, jest ciagta dla
kazdej ciaglej i ograniczonej funkcji f : X — R oraz dowolnego ¢ > 0 (J, oznacza
tu miare Diraca w punkcie x).

(A2) Istnieje funkcja ciagla V : X — [0, 00) oraz takie stale v, > 019 € (0,1), ze dla

dowolnych miar p, v € M;(X) oraz t > 0 zachodzi warunek

e, P < e (f V) (@) +1)

gdzie dpp; oznacza metryke indukowana przez wspomniang wyzej norme Fortet—
Mouriera.

(A3) Kwadrat funkcji V', o ktérej mowa w (A2), spelnia ciagta wersje warunku Lapunowa,
tzn. dla pewnych statych a,I' > 0, b > 0 oraz wszelkich x € X it > 0 mamy

/ V2(y) (P, (dy) < ae "V2(x) + b.
Przypomnijmy tutaj, ze odlegto$¢ dry w zbiorze M;(X) wyraza sie wzorem

drarlpv) = sup | [ g ()

feLipl(X)

dla  p,v e Mi(X),

gdzie Lip}(X) oznacza rodzing wszystkich funkeji f : X — [—1,1] speiajacych warunek
Lipschitza ze stata niewieksza od 1.

Nasze gltéwne twierdzenie (udowodnione w [1]) orzeka, iz przy zalozeniach (A1)-(A3),
proces ¥ ma doktadnie jeden rozktad stacjonarny p. € My (X) (przy czym [y V2 du, < o)
oraz, ze dla kazdej ograniczonej funkcji ¢ : X — R spelniajacej warunek [y gdu, = 0,
niezaleznie od rozktadu poczatkowego procesu, zachodzi zbieznosé

\/_/ ds—>N(Oa) gdy t— oo,
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gdzie o, jest pewnag nieujemng staly zalezng od g. Zaktadajac dodatkowo, ze rozpatry-
wana polgrupa jest stochastycznie ciggta w ¢t = 0, mozna tez podaé praktyczng i zwiezty
reprezentacje tej stalej.

W trakcie referatu oméwimy takze zastosowanie wyzej sformutowanego twierdzenia
do rozpatrywanej w [3] (zob. réwniez [2]) klasy kawalkami deterministycznych proceséw
Markowa, ktérych skoki nastepuja w losowych odstepach czasu o rozktadzie wykltadni-
czym, za$ ksztalt trajektorii miedzy nimi dyktowany jest przez potoki, przelaczane w
sposob losowy kazdorazowo tuz po wystapieniu skoku. Warunki zapewniajace spetnienie
zatozen (A1) i (A2) przez pélgrupy przejscia takich proceséw zostaly sformutowane w
[3, Theorem 7.1] (wlasnosé (A2) wykazana jest w [3, Lemma 5.1]).

Inspiracja do uzyskania omawianego tu rezultatu byto [4, Theorem 2.1]. Wynik ten, za-
pewniajacy analogiczng teze (tyle ze dla niekoniecznie ograniczonych obserwabli), odnosi
sie do fellerowskich pétgrup Markowa, wykazujacych wyktadnicza ergodycznosé wzgledem
normy Wassersteina (Hutchinsona) w formie jednoczesnie gwarantujacej ich lipschitzow-
skos¢. Wymaga sie tu bowiem istnienia takich statych v, 3 > 0, ze dla dowolnych miar
p,v € Mj(X) oraz t > 0 zachodzi warunek

dW(Pt:ua Pty) < ﬂB_WtdW('u’ V)a

przy czym M1(X) oznacza podzbiér M;(X) ztozony z miar wzgledem ktérych funkcja
p(xo, ) jest catkowalna dla pewnego xy € X, za$ dy metryke indukowana w tym zbiorze
przez norme Wassersteina. Jak wiadomo, w zbiorze M} (X) metryka ta wyraza si¢ podob-
nym wzorem jak dgps, przy czym supremum przebiega zbior wszystkich (niekoniecznie
ograniczonych) funkcji f : X — R speliajacych warunek Lipschitza ze stala niewicksza
od 1.

Powyzszy warunek okazuje sie jednak praktycznie niemozliwy do zapewnienia (przy
rozsadnych zalozeniach) w przypadku polgrup opisujacych dynamike wyzej wspomnia-
nych kawaltkami deterministycznych proceséw Markowa, stanowiacych przedmiot rozwa-
zan [3]. Jednoczesnie, jak juz wezesniej zaznaczyliSmy, mozna sformutowaé relatywnie na-
turalne warunki gwarantujace wyktadniczg ergodycznosé tych potgrup wzgledem normy
Fortet—Mouriera w sensie zalozenia (A2). Oczywiscie, aby mbc zastosowaé nasz rezultat,
niezbedne sa jeszcze pewne dodatkowe warunki umozliwiajace wykazanie whasnosci (A3),
o czym powiemy doktadniej podczas referatu.

[1] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewédka-éciqiko, The central limit theorem for Markov processes that are exponentially
ergodic in the Bounded-Lipschitz norm, Qualitative Theory of Dynamical Systems, 2024, 23(1), nr art. 7.

[2] D. Czapla, On the Existence and Uniqueness of Stationary Distributions for Some Piecewise Deterministic Markov Pro-
cesses with State-Dependent Jump Intensity, art. przyjety do druku w Results in Mathematics, 2024 (arXiv: 2303.11576).

[3] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewédka-Scigzko, Exponential ergodicity in the bounded-Lipschitz distance for some
piecewise-deterministic Markov processes with random switching between flows, Nonlinear Analysis, 2022, 215, nr art. 112678.

[4] T. Komorowski, A. Walczuk, Central limit theorem for Markov processes with spectral gap in the Wasserstein metric,
Stochastic Processes and their Applications, 2012, 122(5), 2155-2184.
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KrLAMRY HOPFA, WIAZARY HOPFA, STERTY HOPFA

Malgorzata Hryniewicka
Uniwersytet w Biatymstoku, Wydzial Matematyki
e-mail: margitt@math.uwb.edu.pl

Bialgebra nad cialem K nazywamy system algebraiczny (H,-, A, ), na ktéry sktada
si¢ algebra laczna (H,-), koalgebra kotaczna z kojedynka (H, A, ¢), dodatkowo od kom-
nozenia A: H - H® H, v — > x; ® x5 i kojedynki e: H — K wymagamy by byty
homomorfizmami algebr. Gdy (H, -, 1) jest algebra z jedynka oraz gdy A i € sa homomor-
fizmami algebr z jedynka, to méwimy o bialgebrze unitarnej (H, -, 1, A, ). Algebra Hopfa
nazywamy system algebraiczny (H, -, 1, A, e, S) zlozony z bialgebry unitarnej (H, -, 1, A, )
oraz antypody S: H — H. Klasycznym przyktadem algebry Hopfa jest algebra grupowa
H = KG z komnozeniem A(g) = g ® g, kojedynka £(g) = 1k i antypoda S(g) = g~

Sko$na lewostronna klamra nazywamy system algebraiczny (G, -, 1, o, e) ztozony z nie-
pustego zbioru G oraz operacji binarnych - i o zadajacych na G struktury grup (G,-, 1) i
(G, 0, ¢), kompatybilnych w sensie z o (y-2) = (zoy) -z ' (zo2).

Klamrg Hopfa nazywamy system algebraiczny (H,-,1,0,e, A e, 5,T) ztozony z koal-
gebry z kojedynka (H, A, ¢) oraz zadanych na niej struktur algebr Hopfa (H, -, 1, A, ¢, 5)
i (H,o0,e,Ae,T), kompatybilnych w sensie z o (y-2) = > (1 0oy) - S(xz) - (x3 0 2). Na-
turalnym przykltadem klamry Hopfa jest algebra grupowa H = KG gdzie G jest sko$na
lewostronna klamra.

Lewostronnym wigzarem Hopfa nazywamy system algebraiczny (H,-, 1,0,A e, S, 0)
ztozony z koalgebry z kojedynka (H, A, e) oraz operacji binarnych - i o zadajacych na H
strukture algebry Hopfa (H,-,1,A ¢,S) i bialgebry (H, o, A, ), kompatybilnych w sensie
zo(y-z) =Y (r10y)-So(zxs)- (r302) gdzie 0: H — H jest endomorfizmem kolagebry z
kojedynka.

Twierdzenie. Niech (C, A, €) bedzie koalgebra z kojedynka oraz operacjami binarnymi
-1 o zadajacymi na C' strukture algebry Hopfa (C,-,1,A,¢,S) i bialgebry (C,o0, A ¢).
Nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) Istnieje endomorfizm koalgebry z kojedynka o: C' — C zadajacy na C' strukture
lewostronnego wiazara Hopfa.

(b) Zdefiniujmy operacje ternarng [—, —, —]: C ® C°P? @ C' — C' wzorem |[z,y, 2] =
z-S(y) -z Wtedy oy, z,t] =X[r1 0y, x9 0 2,23 0 1].

Operacja ternarna zdefiniowana w punkcie (b) zadaje na C' strukture sterty Hopfa.
Stertq Hopfa nazywamy system algebraiczny (C, A, e, x) ztozony z koalgebry z kojedynka
(C, A, e) oraz homomorfizmu koalgebr z kojedynka x: C R CPRC - C,zQy® z —
[x,y, z] spetniajacego warunki [[z,y, 2|, t,u] = [z,y, [z, t,u]] i X[z, 22, y] = Dy, x1, 2] =
e(z)y.

Celem wystapienia bedzie zbadanie zwiazkoéw pomiedzy klamrami Hopfa, wiazarami
Hopfa i stertami Hopfa.

[1] I. Angiono, C. Galindo, L. Vendramin, Hopf braces and Yang-Baxter operators, Proceedings of the American Mathema-
tical Society, 2017, 145(5), 1981-1995

[2] A. L. Agore, Constructing Hopf braces, International Journal of Mathematics, 2019, 30(2), 1850089, 17 pp.

[3] T. Brzezinski, Trusses: Between braces and rings, Transactions of the American Mathematical Society, 2019, 372, 4149—
4176

[4] T. Brzezinski, M. Hryniewicka, Translation Hopf algebras and Hopf heaps, preprint, ArXiv:2303.13154
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WZROST GOSPODARCZY A ZACHOWANIE KAPITALU NATURALNEGO —
MODEL DYNAMICZNY

Marta Kornafel
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
e-mail: marta.kornafel@uek.krakow.pl

W referacie przedstawiony zostanie model wzrostu gospodarczego, uwzgledniajacy za-
soby kapitalu naturalnego. Zostanie przeanalizowana dynamika modelu w celu identyfi-
kacji mozliwych stanéw rownowagi zapewniajacych dodatni zasob kapitatu naturalnego.
Zbadana zostanie mozliwo$¢ utrzymania zréwnowazonego wzrostu wobec rosnagcej kon-
sumpcji zasobow.

[1] M. Kornafel, I. Telega, Dynamics of natural capital in neoclassical growth model, International Journal of Sustainable
Economy, 2020, 12(1):1-24
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O PIERSCIENIACH Z AMALGAMACJA

Marta Nowakowska
Uniwersytet Slaski
e-mail: marta.nowakowskaQus.edu.pl

Niech A, B beda pierécieniami przemiennymi z jedynka, J ideatem pierécienia B oraz
f : A — B homomorfizmem pierscieni A oraz B. W [1] zostalo wprowadzone pojecie
pierécienia z amalgamacja, czyli zbioru postaci A >/ J := {(a, f(a)+j) |a € A,j € J}
z dziataniami dodawania i mnozenia po wspotrzednych. Ta konstrukcja uogélnia wiele
istniejacych konstrukeji np. duplikacje pierécienia wzdtuz ideatu, idealizacje Nagaty czy
konstrukcje A + X B[X] oraz A + X B[[X]] i jest réwniez zwigzana z klasyczng konstruk-
cja D.D. Andersona dotyczaca zanurzania pierscienia bez jedynki w pierscien z jedynka.
Ponadto pierscienie z amalgamacjg moga by¢ realizowane jako pullbacki pewnych odwzo-
rowan i maja zastosowania w geometrii algebraicznej.

Na referacie zostang przedstawione nowe wyniki tzn. wybrane wtasnosci i charaktery-
zacje pierscieni z amalgamacja w sytuacji ogélniejszej, gdy pierécienie A oraz B sa jedynie
taczne (bez jedynki) rozszerzajac tym samym istniejace wyniki dla pierscieni przemien-
nych. W szczegolnosci zostang przedstawione opisy pierscieni z amalgamacja nalezacych
do wybranych klas radykalnych. Co wiecej, zostana uzyte prostsze narzedzia niz dla pier-
Scieni przemiennych, ktore nie wymagaja uzycia narzedzi teorii kategorii.

[1] M. D’Anna, C. A. Finocchiaro and M. Fontana, Amalgamated algebras along an ideal, Commutative Algebra and Ap-
plications, 2009, 155-172
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PRZETASOWANE KWADRATY

Barttomiej Pawlik
Instytut Matematyki, Politechnika Slaska
e-mail: bpawlik@polsl.pl

Zjawisko powtarzalnosci fascynowato badaczy z réznych dziedzin nauki od niepamiet-
nych czasow. Dziedzing zajmujaca si¢ m.in. badaniem powtarzajacych si¢ wzorcéw w cia-
gach znakow jest kombinatoryka na stowach. Kwadratem nazywamy stowo postaci XX
(gdzie X jest dowolnym stowem), np. hotshots, czy 011011. Stowem bezkwadratowym
nazywamy stowo, ktoérego nie mozna zapisa¢ w postaci PX XS, gdzie P, X i S sa sto-
wami i dodatkowo X jest stowem niepustem. Przyktadem stowa bezkwadratowego jest
matematyka. Klasyczny wynik Axela Thue’go [3] orzeka, ze istnieje dowolnie dlugie stowo
bezkwadratowe nad trzyelementowym alfabetem. Wspomniane twierdzenie Thue’go uzna-
wane jest za poczatek kombinatoryki na stowach — dziedziny z pogranicza matematyki
dyskretnej i informatyki teoretycznej, ktora w ciggu ostatnich stu lat doczekata sie wielu
fascynujacych twierdzen i zastosowan.

Jednym z relatywnie swiezych obiektow w kombinatoryce na stowach sg przetasowane
kwadraty wprowadzone przez Henshall, Rampersada i Shallita [2]. Nieformalnie przeta-
sowanym kwadratem nazywamy stowo, ktore mozna roztozy¢ na dwa roztaczne i iden-
tyczne podstowa. Przetasowanymi kwadrami sg zatem kwadraty, ale tez stowa takie jak
tuteurer. Lista wszystkich binarnych przetasowanych kwadratéw dlugosci 4 ma szesé
elementow:

0000, 0011, 0101, 1010, 1100, 1111.

Nie wiadomo ile jest binarnych przetasowanych kwadratow, ale jest znana pewna asymp-
totyka [1].

W referacie omawiamy gtéwnie nowe problemy dotyczace przetasowanych kwadratow
i ich uogolnien. Proponujemy kilka hipotez i podajemy pewne wstepne wyniki w ich
kierunku. Wyktlad jest oparty na pracach [4, 5].

[1] X. He, E. Huang, I. Nam, and R. Thaper, Shuffle Squares and Reverse Shuffle Squares, Furopean Journal of Combina-
torics, 116 (2024) 103883

[2] D. Henshall, N. Rampersad, J. Shallit, Shuffling and Unshuffling, Bull. Eur. Assoc. Theor. Comput. Sci., 2012, 107,
131-142.

[3] A. Thue, Uber unendliche Zeichenreichen, Norske vid. Selsk. Skr. Mat. Nat. Ki., 1906, 7, 1-22.

[4] J. Grytczuk, B. Pawlik, M. Pleszczynski, More Variations on Shuffle Squares, Symmetry, 2023, 15, 1982.

[5] J. Grytczuk, B. Pawlik, M. Pleszczynski, Variations on Shuffle Squares, preprint, arXiv:2308.13882.



Ksigzka streszczen 9. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH

DUALNOSCI W TOPOLOGII UJARZMIONEJ

Artur Piekosz
Politechnika Krakowska
e-mail: artur.piekosz@pk.edu.pl

Alexander Grothendieck postulowal rozwinigcie topologii ujarzmionej (ang. tame topolo-
gy, fran. topologie modérée), w ktorej wyeliminowane bylyby patologiczne przestrzenie i
odwzorowania. Jeszcze praca [1] méwi, ze taka topologia nie zostala rozwinieta. Proponu-
jemy teorie przestrzeni (lokalnie) matych, ktéra realizuje te postulaty. Pojecie topologii
zostaje tutaj zastapione bardziej podstawowym pojeciem smopologii.

Smopologia na zbiorze X to rodzina Lx podzbioréw zbioru X, ktéra spelnia trzy
nastepujace proste warunki:

(S1) Lx zawiera zbiér pusty,

(S2) Lx jest zamknieta na niepuste skonczone sumy i przecigcia,

(S3) Lx pokrywa zbior X.

Elementy Lx sa nazywane maltymi zbiorami otwartymi (smopami). Morfizmami zbio-
row ze smopologiami, ktore tutaj nazywamy przestrzeniami lokalnie malymi, sa odwzo-
rowania ograniczone (obraz smopa jest zawarty w smopie w przeciwdziedzinie) i ciagte
(przeciwobraz smopa jest zgodny ze smopami w dziedzinie). Jezeli X € Ly, to przestrzen
nazywamy malq.

Prezentujemy dualnosé Stone’a dla takich przestrzeni, ktéra wyjasnia zwiazek pomie-
dzy przestrzeniami malymi i przestrzeniami topologicznymi spektralnymi oraz zwiazek
pomiedzy przestrzeniami lokalnie matymi i przestrzeniami topologicznymi goérnospektral-
nymi (ang. up-spectral), a odpowiednimi kategoriami krat rozdzielnych ograniczonych z
dodatkowsq struktura. Gtéwny wariant naszej wersji dualnosci Stone’a orzeka, ze katego-
ria przestrzeni lokalnie maltych Kolmogorowa oraz odwzorowan ciggtych ograniczonych
jest rownowazna kategorii przestrzeni spektralnych z wyrdznionymi grudami i bornologia-
mi w kratach podzbioréw otwartych (quasi)zwartych oraz odwzorowaniami spektralnymi
respektujacymi grudy i speliajacymi pewien warunek ograniczono$ci, a ponadto obie
kategorie sa dualnie rownowazne kategorii krat rozdzielnych ograniczonych z wyrézniony-
mi grudami filtrow pierwszych i bornologiami oraz homomorfizméw krat ograniczonych
respektujacych grudy i spelniajacych pewien warunek dominacji.

Prezentujemy rowniez dualnos¢ Esakii, wyjasniajaca zwiazek pomiedzy przestrzenia-
mi matymi Heytinga i przestrzeniami spektralnymi Heytinga oraz przestrzeniami lokalnie
malymi Heytinga i przestrzeniami géornospektralnymi Heytinga, a odpowiednimi katego-
riami algebr Heytinga z dodatkowa struktura.

Otrzymujemy nastepujaca tabelke kategorii, w ktorej kategorie w kazdym z wierszy w
kolumnach drugiej, trzeciej i czwartej sa wzajemnie konkretnie izomorficzne, rownowaz-
ne kategoriom z pierwszej i piatej kolumny oraz dualnie réwnowazne kategorii z szostej
kolumny.

SSy SpecD PriD PSSD LatD
HSS | HSpecD EsaD ESSD HAD
LSS, uSpecD uPriD PLSSD | SpecBD | LatBD
HLSS | HuSpecD uEsaD ELSSD | HSpecBD | HABD
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[1] N. A’Campo, L. Ji, A. Papadopoulos, On Grothendieck’s tame topology, In: Handbook of Teichmiiller Theory, Volume
VI, EMS Press: Berlin, Germany, 2016; Volume 27, pp. 521-533.

[2] A. Pigkosz, Stone duality for Kolmogorov locally small spaces, Symmetry, 2021, 13(10), 1791.

[3] A. Piekosz, Esakia duality for Heyting small spaces, Symmetry, 2022, 14(12), 2567.

[4] A. Pickosz, Heyting locally small spaces and Esakia duality, Symmetry, 2023, 15(7), 1342.
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O PEWNYCH ASPEKTACH TEORII DE RHAM’A-HODGE’A ORAZ
CALKOWALNYCH WIELOWYMIAROWYCH UKEADACH ROZNICZKOWYCH
NA ROZMAITOSCIACH RIEMANNA

Anatolij K. Prykarpatski
Politechnika Krakowska, Polska, oraz Politechnika Lwowska, Ukraina
e-mail: pryk.anat@cybergal . com
Radostaw A. Kycia
Politechnika Krakowska, Polska, oraz Uniwersytet Masaryka, Republika Czeska
e-mail: radoslaw.kycia@pk.edu.pl

Rozwazamy gladka skonczenie-wymiarows rozmaito$¢ Riemanna M and dwie wiazki
liniowe na niej: styczna wiazke T(M) oraz liniowa wiazke E(M ), wyposarzona o strukture
Euklidesowa z iloczynem skalarnym (-|-)z na liniowych wtoknach E. Odpowiednie pola
wektorowe na M sg poznaczane jako T(M), a gtadkie przekroje E(M) jak E(M). Jak
zazwyczaj, mozemy wprowadzi¢ na E(M) koneksje Cartan’a I' za pomoca odwzorowania

dy :EM) - T*(M)® E(M) ~ Hom(7 (M);E(M)), (1)
ktore spenia takie wlasnosci:
da(fa+ ) :=df @ a+ fdaa+daf (2)

dla dowolnej gtadkiej funkeji f € D(M) and a,f € E(M). Let A(M) = &5"MAP(M)
oznacza zwykta algebre Grassmann’a form rézniczkowych na M. Jesli zdefiniowaé odpo-
wiednia wiazke liniowg AP(M, E) := AP(M)® E(M) dlap = 0, m, odwzorowanie koneksji
(1) w sposéb naturalny przedioza sie na AP(M, E) jako

da : A°(M, E) — AP*YH (M, E), (3)
speliajac odpowiednie prawo Leibniza:
dA(f(p) A a(q)) = df® Al + (_1>pf(p) A dpaal? (4)

dla wszystkich f® € AP(M) and @ € AY(M, E), ¢,p =0, m.
Operacja koneksji (3) posiada wiele ciekawych oraz bardzo waznych wtasnosci: jej zto-
zenie d% := dady jest owzorowaniem liniowym nad pierécieniem gtadkich funkcji D(M) :

di(fal” + 87 = fdia™ + d3 57, (5)

gdzie f € D(M) oraz o®, 3% e AP(M,E), p = 0,m, sa dowolne. Otrzymane liniowe
odwzorowanie tensorowe Q2 := d% : £(M) — A?(M, E) nazywa sie tensorem krzywizny i
jest bardzo waznym dla analizy geometrycznej catkowalnych wielo-wymiarowych uktadow
rézniczkowych [1] typu M. Gromov’a, generowanych przez catkowalne ideaty Cartan’a I («)
C A(M,EndE) : = A(M)® End E(M) na rozmaitosci Riemanna M. Ponadto, mozna
skonstruowaé gtadkie odwzorowanie zanurzenia dla podrozmaitoéci catkowalnej i, : M, —
M ideata I(«o) C A(M, EndE), zadowalajacego nastepny warunek okreslajacy: 2-forma
krzywizny Q) € A*(M, E) zredukowana na podrozmaitoéc M, jest zerowana, to jest
i* Q) = 0. Ostatnie oznacza réwniez, ze skojarzony zredukowany tancuch

E — A(M,, E) % AY(M,, E) % . A" (M,,E) %0 (6)
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jest kompleksem de Rham’a, to jest d2 = 0, gdzie, na mocy definicji, d, := i*da oraz
me = dim M,. Poniewaz podrozmaitos¢ M, C M nasladuje indukowang strukture
Riemanna g, : T(M,) x T(M,) — R, my mozemy skonstruowa¢ z kompleksu (6) a
odpowiednio uogélniony de Rham-Hodge kompleks [2,3] przestrzeni Hilberta HY (M), p =
0, mq, ktérego wlasnodci dajg mozliwo$é opisania tak nazywane operatory transmutacji
Delsarte-Lions’a typu Volterra, stuzacych dla konstruowania wielo-wymiarowych uktadow
rozniczkowych na rozmaitosciach Riemann’a oraz znalezienia specjalnych ich rozwigzan.
7, drugiej strony mozna rozwazy¢ nastepujacy uogoélniony tancuch modutéw na M :

E— A (ME) % ANME) S ... A™(M,E) — 0, (7)
ktory, oczywiscie, nie jest kompleksem de Rham-Hodge’a, jednak wyznacza takie wazne
objekty geometryczne jak klasy charakterystyczne Chern’a oraz ich charaktery. Ich wta-
snosci oraz powigzane aspekty geometryczne problemu catkowalnosci wielo-wymiarowych
uktadéw rézniczkowych typu M. Gromov’a [1] na rozmaitosciach Riemanna sa traktowa-
ne w naszej presentacji. Nastepny wzér definiuje skojarzone z kompleksem (7) klasy
charakterystyczne Chern’a grupy ko-homologii

ch;i(A) = tr(Q®) € A¥(M) (8)

dla j € Z,, okreslonych globalnie na M. Poniewaz wszystkie rozniczkowe 2j-formy
ch;(A) € A% (M), j € Z,, sa domkniete, to jest d ch;(A) = 0, oraz klasy kohomo-
logii de Rhama [ch;(A)] € H¥*(M,R), j € Z,, nie zaleza od wyboru odwzorowania
koneksji (1) oraz od wyboru hermitowskiej metryki na E, one okazuja sie decydujace
w zastosowaniu do klasyfikacji catkowalnych uktadéw rézniczkowych na rozmaitosciach
Riemanna. Szczegodlnie, dla przypadku silnie catkowalnych uktadéw rézniczkowaych na
rozmaito$ciach Riemanna my rozwazamy scenario geometryczne a la Cartan’a, w ramach
ktorego badany wielo-wymiarowy rézniczkowy uktad & jest przedstawiany w postaci cal-
kowalnego ideata Cartan’a I(«a) C A(M, End FE) ze wspolczynnikami End E(M), gdzie
E(M) jest tutaj specjalnie wzieta liniowa wiazka Hermite’a nad rozmaitoscia Riemann’a
M. Odpowiednia podrozmaito$¢ catkowa M, C M ideata I(«), w przypadku ogdlnym,
jest lokalnie rownowazna zbioru zmiennych niezaleznych naszego wielo-wymiarowego cal-
kowalnego rézniczkowego uktadu.

Jedli catkowalmy wielo-wymiarowy nieliniowy uktad & jest rownowazny catkowalnemu
ideatu Cartana I(«) C A(M, End E) na rozmaitosci Riemanna M, ktéry spelnia warunki
H%(M,R) =0, j € Z,, wtedy on posiada skoficzong ilo$¢ niezmiennikéw typu Cherna
na odpowiedniej catkowalnej podrozmaitosci M, C M idealta I(«). Jesli te niezmienniki
rozniczkowe sg nietrywialne, one opisuja, w szczegolnosci, skojarzong przestzren modutéw
liniowej wiagzki witdknistej E(M).

Jest korzystnym tutaj odnotowac, ze wigkszad¢ niezmiennikow rézniczkowych x;(A),
gdzie na mocy definicji, ch;(A) = dx;(A), j € Z,, redukuja si¢ dla j > [dim M, /2]+1 do
tpzsamosciowego zera. W szczegoélnosci, dla przypadku wielowymiarowych catkowalnych
nieliniowych uktadéw, dla ktoérych dim M, = 2 lub 3 lekko otrzymujemy, ze moze istnieé¢
tylko jeden niezmiennik rézniczkowy w ogdle. Ponadto, jesli dla takich rézniczkowych
uktadow odpowiednie grup Liego strukturalne sa specjalne liniowe macierzowe, dla kto-
rych algebry Liego sa bezsladowe, otrzymujemo odrazu, z¢ niezmiennikow w ogole nie
istnieje na M,,.

Ten wynik jest wystarczajaco pouczajacy co do teorii matematycznej geometrycznie
catkowalnych wielo-wymiarowych nieliniowyvh uktadéw rézniczkowych, ktére posiadaja
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odpowiednie odwzorowania koneksji na  A(M, E) przy dodatkowych kohomologicznych
ograniczeniach H* (M, R) = 0, j € Z,. Mianowicie, dla wielo-wymiarowego przypadku
dim M, > 4 mozna wykazac, ze nietrywialne niezmienniki rézniczkowe istnieja. Ostatnie
powoduje, w szczegolnosci, ze moga istnie¢ pewne topologiczne przeszkody. Rzeczywiscie,
istnienie nietrywialnego niezmiennika rozniczkowego powoduje odrazu warunki, ze koho-
mologii H*(M,R) # 0 dla s € Z,, tak wiec bedac w sprzecznosci do zerowosci grup koho-
mologii przy tych warto$ciach s € Z,. Z drugiej strony, jesli a priori H**(M, R) # 0 dla
niektérych s € Z,, odpowiednie klasy charakterycztyczne Cherna s chy(E, M) dla tych
s € Z, sa, w ogblnym pzrypadku, $rogo nietrywialnel, wiec definiujac (2s — 1)-formy
rézniczkowe y,(A) € A7 (M) tylko lokalnie na mocy odpowiedniego lematu Poincarego.
Te lokalne formy rézniczkowe, jesli zredukowane na podrozmaitosc M, C M, prowadza do
zbioréw wielowartogciowych kwazi-niezmiennikow x,(A4) € A2 (M,,), gdzie dy,(A) =0,
ktorych istnienie moze oznacza¢, w szczegdlnosci, ze nasz nieliniowy uktad rézniczkowy
jest w pewnym sensie zle postawiony. Warto odnotowaé tutaj, ze istniejg inne powiazane
rozniczkowe struktury, ktére moga by¢ badane za pomoca odpowiednich komplekséw de

Rhama-Hodge’a (6). Te aspekty beda tez krétko oméwione w naszym referacie.

[1] M. Gromov, Partial differential relations, Springer, NY , 1986

[2] D. Blackmore, A.K. Prykarpatsky and V.H. Samoylenko, Nonlinear dynamical systems of mathematical physics, World
Scientific Publisher, NJ, USA, 2011

[3] N. Bogoliubov, Ya.A. Prykarpatsky, A.M. Samoilenko, and A.K. Prykarpatski, A generalized de Rham-Hodge theory
of multi-dimensional Delsarte transformations of diffrential operators and its applications for nonlinear dynamic systems,
Physics of Particles and Nuclei, 2005, 36(1), 1110-121
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GRUPY, GRAFY I GRUPOIDY

Aneta Slizewska
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: anetasl@uwb.edu.pl

Prezentacja ma na celu przedstawienie pojecia grupoidu i podstawowe jego zastosowa-
nia w konstrukcjach geometrycznych. Zostanie przedstawiony naturalny zwiazek grupoidu
z dziataniem grupy na zbiorze, grupoid stowarzyszony wigzki gtéwnej, grupoid topologicz-
ny. Traktowanie grupoidu jako multigrafu o ustalonych wtasnosciach pozwala na podjecie
proby charakteryzacji podgrupoidéw danego grupoidu, ze szczegdlnym uwzglednieniem
uogdblnienia twierdzenia Lagrange’a oraz twierdzenia Sylowa dla grupoidéw skonczonych.

[1] G. Beier, Ch. Garcia, W. G. Lautenschlaeger, J. Pedrotti, T. Tamusiunas, Generalizations of Lagrange and Sylow The-
orems for Groupoids, Sdo Paulo Journal of Mathematical Sciences, Volume 17 (2023), pages 720-739

[2] A. Cannas da Silva, A. Weinstein, Geometric Models for Noncommutative Algebras, American Mathematical Society,
1999

[3] A. Odzijewicz, A. Slizewska, Banach-Lie groupoids associated to W*-algebras, Symplectic Geom., 14 (2016), no. 3, 687-736
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NIEREDUKOWALNE RODZINY PODGRUP MAKSYMALNYCH W GRUPACH
SKONCZONYCH

Agnieszka Stocka
Uniwersytet w Biatymstoku,Wydzial Matematyki
e-mail: stocka@math.uwb.edu.pl

Niech G bedzie grupa skonczona oraz I = {1,...,n}. Rodzine M = {M; : i € I} mak-
symalnych podgrup grupy G bedziemy nazywaé nieredukowalng (w polozeniu ogélnym),

jesli dla kazdego ¢ €
ﬂ Mj < ﬂ Mj.
jel i#jel
Mozemy zauwazy¢, ze pojecie to jest analogiczne do pojecia hiperptaszczyzn w potozeniu
ogblnym.
Celem referatu jest przedstawienie wtasnosci nieredukowalnych rodzin grup skonczo-
nych oraz wtasnosci nastepujacych niezmiennikow:

o Mazxdim(G) - wymiar maksymalny grupy G - mocy najwiekszej nieredukowalne;
rodziny podgrup maksymalnych G,

o Mindim(G) - wymiar minimalny grupy G - mocy najmniejszej nieredukowalne;
rodziny podgrup maksymalnych G,

e (@) - najmniejsza liczba podgrup maksymalnych grupy G, ktérych przeciecie jest
rowne przecieciu wszystkich podgrup maksymalnych G.

Pierwsze rezultaty dotyczace zbioréw nieredukowalnych pojawity sie w pracy [1] i konty-
nuowanie byty w licznych artykutach m. in. [2,3].

[1] R. Fernando, On an inequality of dimension-like invariants for finite groups, preprint, ArXiv:1502.00360, 2015.

[2] A. Lucchini, Maximal Intersections in Finite Groups, Mediterr. J. Math., 2022, 19, 34

[3] A. Stocka, Irredundant families of maximal subgroups of finite solvable groups, Int. J. Group Theory, (2023),12 no. 3,
163-176.
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PORZADKI STOCHASTYCZNE A NIEROWNOSCI FUNKCYJNE

Tomasz Szostok
Uniwersytet Slaski w Katowicach
e-mail: tomasz.szostok@us.edu.pl

W pracy [2] Teresa Rajba zauwazyta, ze nieréwno$é Hermite’a-Hadamarda

(57 < yix/xyf(t)dtgf(f);f(y)

(spetniona przez wszystkie funkcje wypukte) wynika natychmiastowo z lematu Ohlina z
pracy [1]. Podejscie to okazalo si¢ owocne i pozwolito nie tylko uprosci¢ dowody, ale tez
istotnie rozszerzy¢ wiedze na temat nieréwnosci funkcyjnych. W referacie przedstawiamy
inne wyniki dotyczace porzadkow stochastycznych oraz omawiamy ich zastosowanie.

[1] J. Ohlin, On a class of measures of dispersion with application to optimal reinsurance, ASTIN Bulletin, (1969) 5 (1969),
249-266.

[2] T. Rajba, On The Ohlin lemma for Hermite-Hadamard-Fejer type inequalities, Math. Ineq. Appl., 2014, 17 Number 2,
557-571
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KIEDY ASYMPTOTYCZNIE STABILNA POLGRUPA MARKOWA MA
E-WELASNOSC?

Ryszard Kukulski
Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej,
Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie
e-mail: ryszard.kukulski@gmail.com

Hanna Wojewédka-Scigzko
Instytut Matematyki, Uniwersytet Slaski w Katowicach;
Instytut Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk
e-mail: hanna.wojewodka@us.edu.pl

Operatory Markowa dzialajgce na miarach, a takze rodziny tych operatoréw, tworzace
pélgrupy (tzw. pétgrupy Markowa), w naturalny sposéb wywodza sie od proceséw Marko-
wa (odpowiednio: z czasem dyskretnym i ciggtym). Dzieki nim mozemy opisywaé¢ dynami-
ke rozktadéw tychze proceséw. Zwrdéémy uwage, ze w naszych pracach [1] i [2] rozwazamy
dosé ogdlne przestrzenie standéw, a konkretnie - polskie (a wiec zupelne i osrodkowe) prze-
strzenie metryczne stanow, ktore niekoniecznie musza by¢ lokalnie zwarte. Przejscie od
przestrzeni (lokalnie) zwartych do przestrzeni polskich nie jest prostym uogélnieniem (za-
uwazmy, ze kula w takich przestrzeniach nie musi by¢ zwarta). Jak podkreslaja wybitni
matematycy, tacy jak M. Hairer [3, 4] czy A. Lasota [5], stanowi to znaczacy postep
jakosciowy.

Badania nad istnieniem i jednoznacznoscig rozktadéw stacjonarnych proceséw Marko-
wa, a takze zbieznoscig rozktadow tychze proceséow do ich jedynych rozktadéw stacjonar-
nych, niezaleznie od ich rozktadéw poczatkowych (asymptotyczna stabilnosé), trwaja od
lat. Aby udowodni¢ te (i inne) wtasciwosci ergodyczne, wprowadzono rézne techniki odwo-
tujace sie do réwnociagtosci (ang. equicontinuity) rodzin operatoréw Markowa. Poczatko-
wo tego rodzaju techniki rozwijano na potrzeby analizy proceséw Markowa o warto$ciach
w zwartych przestrzeniach metrycznych [6] lub lokalnie zwartych podprzestrzeniach prze-
strzeni Hausdorffa [7]. P6Zniej ewoluowaly one tak, aby mogly shuzy¢ takze do badania
asymptotyki proceséw okreslonych na polskich przestrzeniach metrycznych (zob. np. [8]).

W literaturze przedmiotu znajdziemy pojecia takie jak e-wlasnosé (ang. e-property)
[9], asymptotyczna e-wlasno$é (ang. eventual e-property) [10], Ceséro e-wlasnosé (ang.
Cesdro e-property) [11] i inne.

Asymptotyczna stabilnosé, zwtaszcza osiggana w tempie wykladniczym, jest jedng
z najbardziej pozadanych wtasnosci ergodycznych, jednak dopiero dodatkowo spetniona
e-wlasnos¢ gwarantuje, ze pewne bledy numeryczne w symulacjach mozna traktowaé jako
pomijalne. Powstaje zatem naturalne pytanie: ,,Czy e-wlasnos¢ moze wynika¢ wylgcznie
z asymptotycznej stabilno$ci?”. W ogdlnoéci odpowiedZ na to pytanie jest negatywna.
W [12] autorzy definiuja operator Markowa-Fellera, ktory jest asymptotycznie stabilny
i jednoczesnie nie spetia e-wlasnosci. Ponadto dowodza oni, ze kazdy asymptotycznie
stabilny operator Markowa-Fellera, ktérego niezmiennicza miara probabilistyczna ma no-
$nik o niepustym wnetrzu, spelnia e-wlasnosé (por. [1]).

Nasz gtéwny wynik [2] jest podobny w duchu do powyzszego stwierdzenia, ale dotyczy
ciagtych potgrup Markowa. Réznica polega na tym, ze w przypadku ciaglych potgrup
Markowa koniunkcja wtasnosci Fellera, asymptotycznej stabilnosci i niepustos$ci wnetrza
nosnika miary niezmienniczej nie sa wystarczajace do zagwarantowania e-wtasnosci (zob.
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kontrprzyktady podane w [2]). Zalozenia te implikuja jedynie asymptotyczna e-wlasnos¢,
to znaczy e-wlasnosé, ktora zachodzi od pewnego momentu w czasie, a nie w caltym prze-
dziale czasowym [0, 00). Aby udowodnié¢ e-wtasnosé, nalezy przyjaé¢ dodatkowe zatozenie
o silnej ciaglodci stochastycznej (ang. strong stochastic equicontinuity), zdefiniowanej tak
jak w [13]. Doktadniej rzecz ujmujac, w [2] dowodzimy, ze dowolna silnie stochastycznie
ciggta potgrupa Markowa, ktora ma asymptotyczng e-wlasnosé, ma rowniez e-wtasnosé.
Co ciekawe, zalozenia o silnej cigglosci stochastycznej nie mozna ostabié¢ do cigglosci sto-
chastycznej, w ktorej zbiezno$¢ w normie supremum jest zastapiona zbieznoscia punktows.
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